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Abstract.

In the present work, on the basis of the first principle of thermodynamics, we establish the
law of variation of temperature with pressure in a saturated mass sphere containing liquid water
into which saturated air containing also liquid water penetrates.

Admitting that the considered mass of air and the air which is introduced into it form a
closed system, the problem consists in the study of the adiabatic transformations of a polytherm

closed system.

Owing to a few hypothesis (cf (24) and (28) ), we obtain formula (35) which is a particular
case of the formula (36) to which leads the study of the entrainment of non saturated air into a

cumulus,

Taking the example of a buble which moves in the middle of a2 cumulus, we show that the
rate of variation of temperature with pressure is, to the first approximation, that of the standard

adiabatic.

Pour expliquer la formation des cumulus,
Scorer et LupLaM (1953) ont proposé une
théorie dans laquelle ils supposent entre
autres que des masses d’air, qu’ils appellent
des buﬁles, se déplacent vers le haut dans le
nuage en s¢ mélangeant 3 l'air ambiant.
L’étude thermodynamique de ce probléme
peut étre envisagée de la fagon suivante.
Supposons:
1°) que la bulle est composée d’air humide
saturé contenant de I'eau liquide et qu'elle
constitue un systéme ouvert;

2°) que lair ambiant, entrainé dans la bulle,
est constitué d’air humide saturé conte-
nant de l'eau liquide et qu’il constitue
également un systéme ouvert;

3°) que I'ensemble formé par ces deux sys-
témes ouverts constitue un systéme fermé
dans lequel se produisent des échanges d’air
sec, de vapeur d’eau et d’eau liquide;

4°) que les transformations de ce systéme
f%rmé sont adiabatiques.
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D’aprés ces hypothéses, 'étude thermodyna-
mique de I'entrainement de !’air dans une bulle
se raméne 2 celle des transformations adiabati-
ques d’'un systtme fermé polytherme formé
d’un systéme ouvert prime (bulle) déterminé
par la température T, la pression p et les
masses m,, m,, m, de lair sec, de la vapeur
d’eau et de I'eau liquide et d’un systéme ouvert
seconde (air entrainé dans la bulle) déterminé
par la température T”, la pression p et les
masses m;, m,’, m, d’air sec, de vapeur d’eau
et d’eau liquide.

Posons

My =tmg+my, m,=m,+m,, m.=m,+m; (1)

L’air sec étant un constituant inerte et le
systtme constitué par I'ensemble des deux
systémes prime et seconde étant fermé, on a

dm, =dm, + dm] = o, @)
2
dm, + dm, =dm, + dm,’ + dm. + dm.' =0,
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d’our il résulte que des six variables massiques
déterminant le systtéme polytherme, quatre
seulement sont indépendantes.

Désignons par hy, h,, h, et by, b, h. les
enthalpies spécifiques des constituants dans
les phases prime et seconde; on a (cf. par
exemple, VAN MIEGHEM et DUFOUR, 1048, §22)

ha=ha + (T = Ty),
hy=hy + (T - Ty),
ho=h + cpe(T' = Ty),
(3)

B =+ (T - T),
by =h + ¢, (T - Ty),
h: = h: + Cpe(T" - To) s

ol hg, hy, he sont les enthalpies spécifiques 3
la température Ty €t ¢pa, €pv, Cpe sONt les cha-
leurs spécifiques 3 pression constante de I'air
sec, de la vapeur d’eau et de I'eau liquide.
Rappelons que les enthalpies des deux
systtmes prime et seconde sont données par
les relations
H' =mphy+ mh, + mh,, @
H” =m;hy + my'hy +m b .
Rappelons également la forme que prend
Pexpression de la chaleur de vaporisation de
I'ean; on a, 2 la température T” et 2 la tempé-
rature 1"

Ly=h,—h;, L/ =h; -k (s)

d’ott il résulte, compte tenu de (3), que
Ly =L, — (o — ) (T = T"). (6)
L’équation différentielle des transformations
adiabatiques du systtme fermé s’écrit
dH' +H"Y-(V'+V"Mdp=0 (7)
ol V' et V" sont les volumes des systémes
prime et seconde.

Compte tenu de (2), (3), (4) et (5), 'équation
(7) prend la forme suivante

(o€ pa + Mol py + MeCpe) AT +
+ (MY €pa+ M) cpy + g cpe)d T +
+ Ly(dm, + dm)) + (T" - T") x
X Cpaltty + cpudimy) + cpemy’) — (V' + V'')dp =0

(8)
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Négligeons le volume de la phase liquide
par rapport 3 celui de la phase gazeuse dans
les systémes prime et seconde. On a alors, en
vertu de I'équation caractéristique des gaz
parfaits,

m.R, T’
o ct

VII ~ m;lRa T”
T p-p

| E—
PPy

(9)

oll R, est la constante spécifique des gaz par-
faits pour l'air sec et p;, p, les pressions
partielli’es de la vapeur d’eau dans les deux
systémes.

On sait d’autre part que les rapports de
mélange dans les systémes prime et seconde
sont donnés par les relations

&ps my  epy
_P_V |,)I= 'I}I=—Ll;, (IO)

My pP—pPv

’
’ mU

14 o
mg, P‘Pu

ot ¢ est la gravité spécifique de la vapeur d’cau.
Posons

’ 1

’ me "o me

Te=—7, Te =
a a

(11)

"=

En différentiant les relations (10) et (11), ona

{dm:, =mudr, + ridm; , {dmé =mdr. + ridm, ,
1

” ’ I
dm; = m, d":; + 1y dma s

"

dm; =m}dr) + 1./ dm]/ .
(12)
Eu égard A (2) et (11), I'équation (8) s’écrit

(Mitpa + MyCpy + Mecpe)d T +
+ (115 Cpq + 11y Cpy + 1 Cre)d T +
[(Gpa + 70 6p0 + 12/cpe) (T = T') + Lifri) = 1)) x
x dmy + myLydry, + my[Ly, + ¢ (T" = T"))dry) +
+myce(T" = T")dr,' — Ry x

( m, T wm]T"
>< ’
PPy

+—— )dp=o.
p—@)ﬁ
Remarquons que cette équation est une
relation différentielle linéaire 3 six fonctions
inconnues d’une variable indépendante p.
Exprimons maintenant que les systémes
prime et seconde restent saturés au cours de la
transformation adiabatique en écrivant que la
loi du déplacement de I'équilibre est satisfaite
dans les deux systémes. Cette loi s'écrit
comme suit dans le systéme prime
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LY.

T 7 (14)

On a d’autre part, en différentiant la pre-
miére relation (10),

,_(e+rn)dp, rdp

dr, = : ; (15)
p-p PP
ou encore, compte tenu de (14),
r 7 LI rld
dry ="t Loy ndp
=R vop (16)

On montrerait de méme que, pour le systéme
seconde, on a
r r”
d r rl”’(a + rv )Ll) A f,_, dP
ry, = a - 77 .

R,(T")? p-p

(17)

En remplagant dr, et dr; par leurs valeurs
tirées de (16) et (17) dans (13), cette équation
prend la forme suivante

dr’ X
Y (x%)
ou
m,',RaT'< roLy ) m, R, T"
X: 4 + g T’
p-pv R, T p-p
my [Ly — e T" = TNy N

(p-pv)

+ [{epat 1o+ 1 e )(T" = Ty + Li{r, — 1))] %
dm;’ 17 14 1 dr:”
<M T = T G
- I:(m""cpa + gy + m;'cpe) +
vy . ey o (E+ 1)Ly AT

(L =l T - T )]W]d—p
(19)

et
mur{e + ro)(Ly)?
R, (T")2

Y = thycpq + tholpy + WeCpe +
(20)

Remarquons que la relation différentielle
(18) ne contient plus que quatre fonctions
inconnues (m;, r,/, T', T"") d’une variable
indépendante p, deux fonctions ayant été
éliminées en exprimant que lair est saturé
dans les systémes prime et seconde.
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Introduisons 'opérateur

d=d;+d, (21)
ot le signe différentiel d; se rapporte aux trans-
formations massiques qui se produisent 3
Iintérieur d’un systtme ouvert et le signe
différentiel d, aux échanges de masse du
systéme avec l'extérieur.

On a

dm,=o0, dm,+dm'.=0, {22)

ct
dm".=o, dm; +dm; =o. (23)

L’expression (18) se simplifie considérable-
ment si I'on fait les hypothéses suivantes.

La premiére hypothése est que l'entraine-
ment de lair sec, de la vapeur d’eau et de
'eau liquide dans la bulle (systéme prime) est
proportionnel aux masses de ces constituants
dans I'air ambiant, c’est-3-dire que

dm, dm) dm)
== (24)

T 1
mg, m,, Me

Différentions logarithmiquement les se-
condes relations (10) et (11), nous obtenons

dry dom; dow

= - 2
r"}’ m,l/l m;l ( 5)
et
’
der _dem.’ _ dom,
T T T (26)
r om  mg
d’ot, (24),
dr)=o0, dr/=o0. (27)
La seconde hypothése consiste i supposer

que les transformations du systtme ouvert
seconde sont pseudoadiabatiques, c’est-a-dire
que (cf. VAN MIEGHEM et DUFOUR, 1948, § 41)

dH" - V"dp - hjd,m; — h)dm, - hdm. =0,

(28)

ou encore, compte tenu de (3), (4), (5) et
(21), que

(M2 €pa + m cpy + m cpe)dT"' -

29
- V"dp + L/dm, =o. } (z9)

Mais, eu égard 3 (10), (11), (21), (23) et
(27),
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! r

14
dm)) = mdz) =ml dr)

(30)
(31)

En ajoutant les équations (30) et (31) membre 3
membre, on trouve, compte tenu de (23), que

dr = —dr’ . (32)

Eu égard 2 (1), (17) et (30), I'équation (29)
prend alors la forme suivante

et
dm. =ml dyg) =ml) dr) .
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ot U” est 'humidité relative du systéme
seconde. On voit ainsi que (35) est un cas
particulier de (36), celui ot U = 100 % et olt
Iair entrainé est donc saturé.

Lorsque dm; /dp =0, Cest-d~dire lorsqu’il
n'y a pas d’entralnement, l'équation (3s)

rend la forme classique du taux de variation
individuelle de la température par unité de
pression lors d’une transformation adiabatique
de saturation, 3 savoir

R, T’ - roL,,
Y 1 1" l/rtlll(e + "I”)(Lll,’)z] g = Cpap RaT’
[ma fpa'*' m, Cpv + e Cpe+ my Ra( Tu)2 dP - 87’;(L:,)2 (37)
rr " 1 11yt 1t I+ ’\2
dT" m/R,T" m L1, ¢paR(T")
X o= 7 — . (33)
4 P—pv PPy Posons
Revenons 3 D'équation (18) qui s'écrit, .I_’di"” = (38)
compte tenu de (32) et (33), mg dp
ml’lRa TI r:lLl’/ n 1 i’ 74 14 ! r dm;’
» ir pop < + R,,T') + [(pa+ 1V e + 12 cpe) (T" = T”) + Lifry, — 1))} e
W = RATERAAL

En premiére approximation, p, est négli-
geable devant p et il en est de méme de r,'c,,
+ 1cpe devant ¢, de mycy, + M, devant

? ’

i, et de r, devant e. En tenant compte de
ces approximations, ['équation (34) prend la
forme suivante

Molpa + Mylpy + MeCpe +

R(T')?

ol k est ce que nous appellerons le coefficient
d’entrainement dont on ne connait malheu-
reusement pas la valeur.
Pour se faire une idée de cette valeur,
artons d’un fait d’observation, i savoir que
fes cumulus se dissipent continuellement dans

RaT’ rII/L:} ’ 11 L:I 7 r I dm;’
o i ey <1+—RHT,>+[(T -T )+cp—a(r,,—r,,):|m; -
¥ d~ L) '
R T')2

Cette équation approchée a la méme forme
que I'équation approchée 3 laquelle on arrive
’ : * A B .
en étudiant l'entrainement d’air humide non
saturé dans de l'air humide saturé (Durour
1956). Cette équation s’écrit, avec les notations
utilisées ci-dessus

R, T’ rL, )
i ey (r) [T

leur partie latérale. Ce Phénoméne est expliqué
en admettant que de I'air ambiant non saturé
est entrainé dans l'air saturé du nuage, ce qui
provoque ’évaporation des gouttelettes nua-
geuses. Dans le cas considéré, I'entrainement
est donc tel que dT"/dp est, en premicre

13 Lli ’ U" rr d ;’
T )+-—<r,,———rv)]i, 7
Cpa 100 my dp

(36) p

I+

r(L)?
[paRa( T/)2
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approximation, égal au taux de variation
individuelle de la température lors d’une
transformation adiabatique d’air sec. En in-
troduisant ce taux dans la formule (36), il
est alors possible de déterminer la valeur de k.

Consicﬁérons le cas o, 2 la pression de goo
mb, de l'air humide non saturé dont la tem-
pérature T” =282 °K et 'humidité relative
U" =509, est entrainé dans de I'air humide
saturé dont la température T’ = 283 °K.

Calculons, i l'aide de la formule (37), ou
nous avons posé r, =0, le taux de variation
individuelle de la température lors d’une
transformation adiabatique d’air sec. On
trouve!

,
<dd—§) =8,98 x1072 °C, mb-1. (39)
1

En portant la valeur (39) dans I’équation
(36), on a dans le cas considéré,

k=8,56 x 10-3mb~* (40)
ce qui correspond 3 peu prés au doublement
de la masse d’air par entrainement pour une
variation de pression de 100 mb.

En admettant que le coefficient d’entraine-
ment soit le méme au cceur du nuage que sur
les bords, on trouve, compte tenu de (40)
et de (35), que

1 Dans ce calcul et dans le suivant nous avons utilisé
es valeurs données dans la Publication n® 79 de I’Orga-
isa tion météorologique mondiale.
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<%>2=5»43 x 1072 °C, mb-1  (41)

lorsque l'air entrainé est saturé.
S$’il n’y avait pas d’entrainement, on aurait,
d’aprés (37), dans le cas considéré

dT’
— _g © —
(dp )3 4,64 x 10 C, mb=1. (42)

La comparaison des valeurs (41) et (42)
montre que I'entrainement d’air humide saturé
ambiant affecte peu le taux de variation de
la température en fonction de la pression dans
une masse d’air humide saturé qui se déplace
au cceur d’'un cumulus.

En premiére approximation, on peut donc
admettre, comme on ['a fait jusqu’ici sans le
prouver, que le taux de variation de la tem-
pérature en fonction de la pression dans les
masses d’air qui se déplacent au coeur d’un
cumulus est celui qui résulte des transforma-
tions adiabatiques de I'air humide saturé.
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international de météorologie 3 Stockholm.
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