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Abstract. 
In the present work, on the basis of the first principle of thermodynamics, we establish the 

law of variation of temperature with pressure in a saturated mass sphere containing liquid water 
into which saturated air containing also liquid water penetrates. 

Admitting that the considered mass of air and the air which is introduced into it form a 
closed system, the problem consists in the study of the adiabatic transformations of a polytherm 
closed system. 

Owing to a few hypothesis (cf (24) and (28 )  ), we obtain formula (35) which is a particular 
case of the formula (36) to which leads the study of the entrainment of non saturated air into a 
cumulus. 

Taking the example of a buble which moves in the middle of a cumulus, we show that the 
rate of variation of temperature with pressure is, to the first approximation, that of the standard 
adiabatic. 

Pour expliquer la formation des cumulus, 
SCORER et LUDLAM (1953) ont propose une 
theorie dans laquelle ils supposent entre 

ue des masses d'air, qu'ils ap ellent 
des autresug b es, se diplacent vers le haut Lns  le 
nua e en se melangeant 3 l'air ambiant. 

L etude thermodynamique de ce probleme 
peut &re envisagke de la faqon suivante. 
Supposons: 
I") que la bulle est composee d'air humide 

saturC contenant de l'eau liquide et qu'elle 
constitue un systtme ouvert; 

2") que l'air ambiant, entrain6 dans la bulle, 
est constituk d'air humide saturk conte- 
nant de l'eau liquide et qu'il constitue 
egalement un systtme ouvert; 

3 O )  que l'ensemble forme par ces deux sys- 
ttmes ouverts constitue un systtme fermC 
dans lequel se produisent des echanges d'air 
sec, de vapeur d'eau et d'eau liquide; 

ue les transformations de ce systtme 
;term6 sont adiabatiques. 

F, 

4 O )  
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D'aprts ces hypotheses, l'etude thermodyna- 
mique de l'entrahement de l'air dans une bulle 
se ramtne ?I celle des transformations adiabati- 
ques d'un syst&me ferme polytherme form6 
d'un systtme ouvert prime (bulle) determink 
par la temperature T', la pression p et les 
masses m:, m:, mi de l'air sec, de la vapeur 
d'eau et de l'eau liquide et d'un s sttme ouvert 
seconde (air entrain6 dans la bu 1; e) determine 
par la temperature T", la pression p et les 
masses my, m;, my d'air sec, de vapeur d'eau 
et d'eau liquide. 

Posons 

m,=mi+m:', m,=m:+m:', m,=m:+nt:' (I)  

L'air sec &ant un constituant inerte et le 
systtme constitue par l'ensemble des deux 
systtmes prime et seconde &ant ferme, on a 

dm, = dm: + am:: = 0, 

dm, + dm, = dmi + dmi' + dm: + dm; = 0, 
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d’oh i1 rtsulte que des six variables massiques 
dkterminant le syst6me polytherme, quatre 
seulement sont indkpendantes. 

Dksignons par h:, hi, h: et hy, h; h:‘ les 
enthalpies spkcifiques des constituants dans 
les phases prime et seconde; on a (cf. par 
exemple, VAN MIEGHEM et DUFOUR, 1948, $22) 

I h: = h,“ + cpa( T’ - To) , 
h: = h,” + cPv(T’ - T o ) ,  
h:= h,“ + cpp(T’ - T o ) ,  

(3)  i hP = h,“ + cPa(T” - To), 
h; = h,” + cpy(  T” - To) ,  
h:‘ = h,“ + cPe( T“ - To), 

oh h i ,  h”, h,” sont les enthalpies sptcifiques B 
la tempkrature To et c,,, c,,, c,, sont les cha- 
leurs spicifiques B pression constante de l’air 
sec, de la vapeur d’eau et de l’eau Iiquide. 

Rappelons que les enthalpies des deux 
systemes prime et seconde sont donnkes par 
les relations 

} (4) 
H‘ = #:hi: + m:h: + &h:, 

H” = myh: + mFh:’ + rnfhy . 
Rappelons tgalement la forme que prend 

l’expression de la chaleur de vaporisation de 
l’eau; on a, ’a la tempkrature T‘ et la tempt- 
rature T“ 

( 5 )  L’ - h’ - hf L” = hit - hft 
v -  v P ,  v v e 

d’oh il rCsulte, compte tenu de (3),  que 
L:’ = L: - (cPv - cPa) (T’ - T”). (6) 

L’kquation diffkrentielle des transformations 

d(H’ + H”) - (V’ + V”)dp  = o (7)  

oii V’ et I/” sont les volumes des syst6mes 
prime et seconde. 

Compte tenu de (z), (3),  (4) et (s), l’tquation 
(7) prend la forme suivante 

adiabatiques du sysdme fermt s’kcrit 

(rnicpa + m:cpv + rn:~,,) dT’  + 
+ (rnyc,, + m:‘c,, + m:‘c,,)dT” + 
-t- L:(dm: + dm:) + (T” - T‘)  x 

x (c,,dmp + cpvdm:’ + cpedm:’) - ( V’ + V ” ) d p  = o 
(8) 

Nkgligeons le volume de la Dhase liauide 
0 ”  

par rapport B celui de la phase lgazeuse ldans 
les systemes prime et seconde. On  a alors, en 
vertu de l’&uation caracttristique des gaz 
parfaits, 

, mlR,T’ mPRa T“ 
V r -  et V ” g  ~ (9) P - P i  p - p ;  

oh R, est la constante sptcifique des gaz par- 
our l‘air sec et p:,  p ;  les pressions 

partie faits P les de la vapeur d’eau dans les deux 
s ysdmes. 

On  sait d’autre part que les rapports de 
melange dans les systemes prime et seconde 
sont donnks par Ies relations 

oii E est la gravitt spkcifique de Ia vapeur d’eau. 
Posons 

En difftrentiant les relations (10) et ( 11), on a 

dm: = midr: + ridm:, 
dm:’ = mydr; + r;dm:, dm:’ = m:drL’ + ri‘dmy. 

dm: = myr; + r:drni, 

(12) 

{ 
Eu igard B (z) et (11), l’tquation (8) s’kcrit 

(m:cpa + m&, + m:c,,)dT‘ + 
+ (rn:cPd + rn:’c,, + m:lcpe)dT” + 

[(c,, + r;cpv + r:’cpe) (T” - T’) + L;(r:’ - ri)] x 

x dmy + mAL:dr: + rn&”L: + c,, ( T“ - T’)] dry + 
+ rnpc,,( T” - T’)dr: - R, x 

ni&T’ m:’ T”) 
x -  , +--, d p = o .  (13)  

( P  - P v  P - P v  

Remarquons que cette kquation est une 
relation diffkrentielle liniaire ‘a six fonctions 
inconnues d’une variable indkpendante p .  

Exprimons maintenant que les systemes 
prime et seconde restent saturks au cours de la 
transformation adiabatique en kcrivant que la 
loi du dtplacement de l’kquilibre est satisfaite 
dans les deux sysdmes. Cette loi s’tcrit 
comme suit dans le systkme prime 
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FL: dp: 
0 P v  

, ,dT’ = R a y .  

On a d’autre part, en difftrentiant la pre- 
mitre relation (IO), 

ou encore, compte tenu de (I4), 

On niontrerait de m&me que, pour le systeme 
seconde, on a 

r ; (E + r ; )LydT , ,  r:’dp 
(17) R,( T”)’ p - p ; *  

dr:’ = 

En remplagant dr: et dr:’ par leurs valeurs 
tirtes de (16) et (17) dans (13), cette kquation 
prend la forme suivante 

dT’ x 
- 

dP y 
oh 

m y [ L :  - cp,(T’ - T”)]rF 

+ [(cPa + r:’cpu + ri’cpe)( T’ - T”) -F LL(r; - r:)] x 

+ + 
(P - P 3  

mAr:(E + r:)(L:)z 
Ra(T’)’ . Y = mAcp, + m:cpv + &cpe + - 

(20) 

Remarquons que la relation diffkrentielle 
(18) ne contient plus que quatre fonctions 
inconnues (my, r:’, T‘, T”) d’une variable 
indkpendante p ,  deux fonctions ayant ttt 
CliminCes en exprimant que l’air est saturk 
dans les systtmes prime et seconde. 
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Introduisons l’opkrateur 

d = di + d, 

oh le signe diffkrentiel di se rapporte aux trans- 
formations massiques qui se produisent ; 
l’inttrieur d’un systtme ouvert et le signe 
difftrentiel d, aux kchanges de masse du 
systtme avec l’extkrieur. 

(21) 

On  a 

dim:, = 0 ,  dim; + dim‘, = 0, 

d i d a  = 0 ,  d,m; + dim:’ = 0. 

122) 

(23) 

et 

L’expression (I 8) se simplde considkrable- 
ment si l’on fait les hypothtses suivantes. 

La premibe  hypothese est que l’entralne- 
ment de l’air sec, de la vapeur d’eau et de 
l’eau liquide dans la bulle (systtme prime) est 
proportionnel aux masses de ces constituants 
dans l’air ambiant, c’est-;-dire que 

d,my d,tn:l dent:’ 
(24) -=-=- 

my m:’ nr:‘ * 

Difftrentions logarithmiquement les se- 
condes relations (10) et (11), nous obtenons 

et 

La seconde hypothese consiste supposer 
que les transformations du systtme ouvert 
seconde sont pseudoadiabatiques, c’est-bdire 
que (cf. VAN MIEGHEM et DUFOUR, 1948, § 41) 

dHti - v r a P  - h:dem; - h;d,m;’ - h:‘d,m: = 0, 

(28) 

ou encore, compte tenu de (3), (4, (5) et 

(myc,, + m:’cpv + m:lcpe)dTf’ - 
(21), que 

- V‘dp + L:’dim:’ = 0. 

Mais, eu Cgard i (IO), (11), (zI), (23) et 
(27) 9 



406 L. D U F O U R  

dim: = mydir:' = mydr: 

dim: = myair;' = rnydr;' . 
(30) 

(31)  

En ajoutant les Cquations (30) et (31) membre 1 
membre, on trouve, compte tenu de (23), que 

dry = - dr;' . 

prend alors la forme suivante 

et 

(32) 

Eu Cgard 1 (I) ,  (17) et (30), l'kquation (29) 

, ,~ : I (E  + r:')(L:')'] X 

Ra( TI')' mL'cpa + mCcp,, + m:'cpe + ma - 

dT" my R a  T" m;L:'r:' +- * (33)  x - =  
dp p - p : '  p -p : '  

Revenons i 1'Cquation (18) qui s'icrit, 
compte tenu de (32) et (33), 

oh u" est l'humiditk relative du systPme 
seconde. On voit ainsi que (35) est un cas 
particulier de (36) ,  celui oh U" = 100 76 et oh 
l'air entrain; est donc saturC. 

Lorsque dm:/dp = 0, c'est-1-dire lorsqu'il 
n'y a pas d'entralnement, l'kquation (35) 
prend la forme classique du t a m  de variation 
individuelle de la temperature par unit6 de 
pression lors d'une transformation adiabatique 
de saturation, i savoir 

dT' 
~ 

dP 

Posons 

(37) 

En premihre approximation, p ;  est nCgli- 
geable devant p et il en est de meme de r:'cpv 
+ rL'cpe devant cp,, de mic,,, + m:cpe devant 
mkPa et de rh devant E. En tenant compte de 
ces approximations, l'Cquation (34 )  prend la 
forme suivante 

oh k est ce que nous appellerons le coefficient 
d'entralnement dont on ne connait nialheu- 
reusement pas la valeur. 

Pour se faire une idie de cette valeur, 
artons d'un fait d'observation, A savoir que 

L s  cumulus se dissipent continuellement dans 

Cette Cquation approchke a la m2me forme leur partie ladrale. Ce hCnorn6ne est expliqut 
que l'iquation approchie i laquelle on arrive en admettant que de 1 air ambiant non saturC 
en Ctudiant l'entralnement d'air humide non est entrain6 dans l'air saturC du nuage, ce qui 
saturk dans de l'air humide satur6 (DUFOUR provoque l'kaporation des gouttelettes nua- 
1956). Cette Cquation s'icrit, avec les notations geuses. Dans le cas considCrk, l'entralnement 
utiliskes cidessus est donc tel que dT'/dp est, en premitre 

P .  
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ap roximation, {gal au taux de variation 
iniividuelle de la temperature lors d'une 
transformation adiabatique d'air sec. En in- 
troduisant ce taux dans la formule (36), il 
est alors ossible de determiner la valeur de k. 

ConsiJrons le cas oh, B la pression de 900 
mb, de l'air humide non saturC dont la tem- 
perature T" = 282 O K  et l'humiditk relative 
U" = 50 yo est entrain6 dans de l'air humide 
saturi dont la temperature T' = 283 OK. 

Calculons, B l'aide de la formule (37), ob 
nous avons posk r i  = 0, le taux de variation 
individuelle de la tempirature lors d'une 
transformation adiabatique d'air sec. On  
trouvel 

= 8,98 x 10-2 "C, mb-1.  (39) 

En portant la valeur (39) dans l'kquation 
(36), on a dans le cas considere, 

k = 8'56 x Io-%b-I (40) 

ce 

variation de pression de IOO mb. 
En admettant que le coefficient d'entrafne- 

ment soit le m&me au cceur du nuage que sur 
les bords, on trouve, compte tenu de (40) 
et de (35),  y e  

ui corres ond i peu pres au doublement 
de?a masse i' air par entrainement pour une 

~ 

1 Dans ce calcul et dans le suivant nous avons utilist 
cs valeurs donnies dans la Publication no 79 de I'Orga- 
isa tion mittorologique mondiale. 

lorsque l'air entrain6 est sature. 

d'aprts (37), dans le cas considkrk 
S'il n'y avait pas d'entrainement, on aurait, 

La comparaison des valeurs (41) et (42) 
montre que l'entrahement d'air humide saturk 
ambiant affecte peu le taux de variation de 
la temperature en fonction de la pression dans 
une masse d'air humide saturd qui se diplace 
au cceur d'un cumulus. 

En premicre approximation, on peut donc 
admettre, comme on l'a fait jusqu'ici sans le 
prouver, que le t am de variation de la tem- 
perature en fonction de la pression dans les 
masses d'air qui se deplacent au caur  d'un 
cumulus est celui qui rksulte des transforma- 
tions adiabatiques de l'air humide saturk. 
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