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II. Losungsmethoden 
Es sollcn 2 Losungsverfahren kurz behandelt 

werden, die zur Berechnung der im Abschn. 
III. gezcigtcn Losungen benutzt wurden. Jedoch 
sind auch andere Losungsverfahren anwendbar.2 

I .) Relaxationsmethode nach R. Southwell: 
Zur Losung des Differenzengleichungssy- 

stems (16), in welchcm die obere und untere 
Randbedingung (7, 8) bereits enthalten sind, 
ist bcsonders -iir Handberechnungen die Re- 
laxationsmethode von Southwell geeignet. 

Man geht bei diesem Losungsverfahren von 
einem an sich beliebigen bequemen Losungs- 
ansatz, im allgemeinen von + = o (Liisung 
nulltcr Naherung) aus. Dan0 geben die rechten 
Seiten von (16) den Fehler R an, um den die 
Gleichungen durch den Ansatz 't = o nicht er- 
fiillt sind. Dicscn Fehler bczeichnet man all- 
geniein als Residuum. 

Durch schrittweise Vcrbesserung des t-Fel- 
des versucht man, das Residuum gleichmiiBig 
im gesamten Gitterfeld gegen o konvergieren 
zu lassen. 

Als crstc Nahruiig -t benutzt man gewohnlich 

In diesem Falle ist das zum Ansatz t = o ge- 
horigc Residuum R mit dem inhomogenen 
Term der Gleichungen (16) identich. Da die 

Continued from Vol. 5 ,  No. 3. 
z. Bsp. die Verwendung des modernisierten GauI3- 

schen Algorithmus, vgl dazu die Berichte Nr. 5 ,  6 des 
Instituts fur Praktische Mathematik, Darmstadt. 
Tellus V (1953). 4 

Gleichungen (16) eincn Funktionswert tfl mit 
den Funktionswerten t L * l 9 j ,  t k j * l ,  .&l funk- 
tionell verkoppeln, bewirkt eine Anderung 
St? eine Anderung des Residuums nicht nur 
im Aufpunkt rx selbst, sondern auch in den je  
um eine Maschenweite vom Aufpunkt ent- 
fernten Nachbarpunkten. 

Im vorliegenden Falle ergibt eine Anderung 
dtfl folgende Anderungen der Residuen. 

dRii--AV6tif. SRI %-l,j=dRkj*l=&-fl (18  a) 

6Rii k + l  - af+l -d tz ;  d R f - , = ~ ~ - ~ + S t f  (18 b) 

wie man sich leicht klarmacht, wenn man den 
Gitterpunkten rfl, rL* l ' j ,  rfi j *  l ,  rfl* , die zu- 
gehorigen Gleichungen (16) zuordnet. Anstelle 
von (18 b) liefert jedoch entsprechend Gleich- 
ung (16 b) eine Anderung 
dt? im Punkte k = ' i Z  die Residualiinder- 

ungen dR?+,= c & - d t $  dRz-*= o und analog 
Gleichung (16 c) cine Anderung 

S t f  im Punkte k = ti- '/z die Residualander- 
ungen 

Die durch eine Anderung von dt entstehende 
neue R-Verteilung kann wiederum zur Ver- 
besserung der t-Werte benutzt werden, ent- 
sprechend erhalt man als zweite Naherung 

+ 8; ;  mit 8; = k A  und gem. obigeni 
Schema (18) neue Residuen R usw. 

Die obige Annahme Szfl = Ax Rfl bewirkt 
also gerade, daB das Residuum in Punkte (rz) 
exakt verschwindet. Allerdings wird durch 

k -  k k? k 

dRfZ-, = + S t f ;  dRfl++=, = o 

= 

r r 
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Verfiigung iiber die t-Werte in der Nachbar- 
schaft von (rz) wiederum ein RZ erzeugt. 

Beim Relaxieren muB deshalb angestrebt 
werden, die Anderung von t im Aufpunkt 
(rz) und in den Nachbarpunkten so abzustim- 
men, daB Rfl erst durch die vom Aufpunkt 
und von den Nachbarpunkten herriihrenden 
Anderungen moglichst klein wird. 

Eine schnellere Konvergenz wird z. B. er- 
reicht, wenn man anstelle der Abschatzung 

I I 
B t k  = -4kRk die dem Losungswert naherkom- 
mende Abschatzung 

I I I I 
d t k  = l l k R k  + &( x AL”Rii’ + c%k + A k  + R k  1 + 

I 

+ Xk- A k - 1  Rk-1) (19) 
benutzt, vgl. dazu die Operatorenmethode in 
Abschn. 11, 2 

Jedoch braucht man sich bei Handberechnung 
nicht an ein starres Schema fur die Verbesserung 
der t-Werte zu halten. Durch geschicktes 
Schatzen der Funktionswerte z bzw. deren 
Zuschlage zur vorangehenden Schatzung unter 
Beriicksichtigung moglichst vieler Residual- 
werte in der Nahe des Schatzpunktes kann der 
LosungsprozeB u. U. erheblich beschleunigt 
werden. 

N I  
Als Resultat erhalt man schlieBlich t = Edt ,  
wobei der ProzeB abgebrochen werden kann, 
wenn N einem Residualfeld entspricht, das den 
Genauigkeitsanspriichen geniigt, d. h. dessen 
Residualwerte R sich innerhalb der Fehler- 
grenzen der inhomogenen Terme h halten. 

Die Behandlung der seitlichen Randnachbar- 
punkte richtet sich nach den speziellen seitlichen 
Randbedingungen. Im Falle, daB die z-Werte 
auf den seitlichen Randflachen vorgegeben 
werden, eriibrigt sich selbstverstandlich eine 
Residualwertkontrolle fur die seitlichen Rand- 
punkte. 

I =  0 

2 .  (~~eratorenlosctngsmethode. 
Mit etwa dem gleichen Rechenaufwand kann 

die Losung von (16) auch durch Anwendung 
der Operatorenlosungsmethode herbeigefiihrt 
werden, wie sie z. Bsp. fur die zweidimensional 
barotrope Vorticity-Gleichung von R. FJOR- 
TOFT (1952) - vgl. G1. (16)’ - benutzt wird. 
Gleichung (16 a) 

t k  - Ak (c 79’ + Clk + t k  + 1 -t Xk- Zk-1 = A k h k  

schreibt sich, wenn folgender Mittelbildungs- 
operator 

D = A ( x  3’1- mk+ k c i  + mk- k-1) 

eingefiihrt wird : 

(I - 0) t = Ah mit der formalen Losung 

Unter der Voraussetzung, daB die Koefizienten 
der Iterierten von D hinreichend rasch nach 
o konvergieren - ob diese Voraussetzung zu- 
trifft, mu0 &e Losungsfolge erweisen - ist 

I= 0 (20 b) 
Wir setzen abkiirzend &G= D’Ah; dann ist 

z=  Z6t  und 6 z = D ( 6 t )  

W 

Z =  ( I +  D+ D 2 +  ...+ D‘ ...+) Ah= E D A h  

I 

W 1  I+ 1 I 

I= 0 

Man erhalt damit: 

6& = A k h k  

I +  1 I I 
6 t k  = Dk (St) = A k  (E 62;” 4- 

I I + Xk t 8% + 1 + Q- 6%) 

NaturgemaB konvergiert dieses Operatoren- 
losungsverfahren ebenso rasch wie der Relaxa- 
tionsprozeB, wenn man sich bei letzterem bei 
der sSchatzung(( der t-Werte starr an das 
Schema ( IS)  halt. 

Eine raschere Konvergenz wird durch fol- 
gende Entwicklung bei etwas veranderter Be- 
deutung der 62 erreicht: 

I 

&= (I + D) Ah 

6; = D 2  (I  + 0) Ah = D2 (6;) 

Als Losung erhalt man wiederum 

. .  
e =  0 

Das Losungsverfahren erfordert die Bestim- 
mung des Operators Dz. Durch Anwendung 

+ a k - y k - l )  erhalt man 
von Dk auf Dky = Ak (Z?+r’ + tck+ yktl + 

Tellur V (1953). 4 
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I 
dem Aufpunkt benachbarte t-Werte ein. 
Allgemein fiihrt die Entwicklung 
t k  = (I + D + D2 + . . .)k Ah, die a k  h-Werte 
des Raumgitters in dein betrachteten Integra- 
tionsgebiet erfaBt, auf die Bestimmung der 
losenden Kerngitterfunktion des Differenzen- 
gleichungssystems im Punkte rff, dargestellt 
durch die Koefizienten der h-Gitterwerte. s. 111. 

Die Beriicksichtigung der Randbedingungen 
erfolgt dabei automatisch, wenn der Operator 
D an den Randnachbarpunkten entsprechend 
den Koefizienten von (16 b, c) definiert wird. 

Praktische Rechenversuche mit Hilfe der Re- 
laxations- oder Operatorenlosungsmethode er- 
gaben, daB bei willkiirlicher Streuung der in- 
homogenen Terme, wie das bei tatsachlichen 
Wettersituationen auftritt, etwa 5-10 Relaxa- 
tionen bzw. Operatorenschritte fur jedeq Git- 
terpunkt durchzufiihren sind, bis eine aus- 
reichende Genauigkeit der Losungsfunktion t 
erreicht wird. 

Eine wesentlich schnellere Konvergenz ware 
sicherlich herbeizufiihren, wenn mit Hilfe von 
EinfluB- oder Greenschen Funktionen eine wenn 
auch grobe Vorschatzung des Tendenzfeldes t 
durchgefiihrt werden konnte. 
Tellus V (1953), 4 

Ungliicklichenveise hangen jedoch die Koef- 
fizienten des Differentialausdrucks in 16 wegen 
der dark vorkommenden a, 7-Terme eben- 
falls wie die inhomogenen Glieder der rechten 
Seite von (16) von der zu behandelnden Wet- 
tersituation ab. 

Um eine Vorstellung zu vermitteln, mit 
welch unterschiedlichem Gewicht inhomoge- 
nes Feld h und Koefizientenfeld a des Differen- 
tialausdrucks die Losung beeinflussen, sollen 
die Gleichungen (16) hinsichtlich der von z 
und inneren Ableitungen von z abhangigen 
GroBen linearisiert werden : 

Wir machen fur das stationare Grundfeld 
(iiberstrichene GroBen) folgenden Ansatz: 

Z =  L(p)  * y +  Z(p); dann ist 
i j =  f; weiterhin seif, m o 

Fur das Storungsfeld z';  z = Z + z', sollen keine 
einschrankenden Annahmen gemacht werden. 
Linearisierung der Koefizienten der Vorticity- 
Gleichung : 

ergibt wegen W = t = o 
4- 4-2 

= -J (Z17') -J ( Z ' J )  ( 2 4  

Linearisierung der Koefizienten des I. Haupt- 
satzes (6) mit 

- 
ergibt wegen Q = J (5p, 2) = o 

worin wegen der speziellen Wahl des Grund- 
zustandes die Akzente auch fortgelassen werden 
k onnen. '' 
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Elimination von w aus (22) und (23) und Er- 
setzen der t und w enthaltenden Differential- 
ausdriicke durch entsprechende Differenzen- 
ausdriicke ergibt anstelle (16a) 

(4+ a k +  -t- ak-) t k - a k +  t k + i - a k - r k - i -  

__ v 1’1’ = hif - 

4- V ( a k  + Qk + + - ak- Qk-*) mit 

L tk k - pz]k (5, 7’) + p 2 / k  (z‘9f) f 

und (r6b) und (16c) analoge Gleichungen fur 
k = ‘Iz und k = ti - ‘ Iz .  
Nach Linearisierung treten in dem Differenzen- 
operator von t d. h. auf der linken Seite von 
Gleichung (24), keine StorgroBen mehr auf. 
Das legt den SchluB nahe, daB man auch mit 
einem a-Feld eines Grundzustandes, der von 
der speziellen Wetterlage unabhangig ist, noch 
zu einer verniinftigen Losung gelangen kann. 
Die Tatsache, daB jetzt wegen ij = f 

a k k  = a k + l ,  f 

laBt weiterhin vermuten, daB auch der verti- 
kale Vorticitytransport wq einen geringeren 
EinfluU auf die Losung ausubt als der Divergenz- 
ausdruck vwP. 

Wir w e r d p  also berechtigt sein, uns zumin- 
dest einen Uberblick uber den vermutlichen 
Losungsverlauf zu verschaffen unter Zugrunde- 
legung eines von den speziellen Topografien 
unabhangigcn Koefizientenfeldes a. 

Dies hat den entscheidenden Vorteil, daB 
man niit Greenschen Standardfunktionen G 
ohnc einen IterationsprozeB zu eine rNaherungs- 
losung z, w gelangen kann, wobei bei ciner nur 
von p abhangigen Standardatmosphare diesc 
Greenschen Funktionen sogar weitgchend in- 
variant gegen Koordinatenverschiebung in x, 
y scin werden, zumindest in hinreichendcm Ab- 
stand von der seitlichen Begrenzungsflache. 

Mit Hilfe solcher ebenfalls mit Hilfe der Re- 
laxations- oder Operatorenliisungsmcthode ge- 
winnbarer Funktionen G kann man sich durch 
eine einnialige Integration bzw. Summation 
die zu dem Standard-a-Feld gehorige Losung 
eines beliebigen Feldes inhomogener Terme 
verschaffen, die als Vorschatzung der LGsung 
des aktuellen a-Feldes betrachtet wird. 

Nach Auswechseln der a-Koefizienten er- 
halt man sicherlich nach wenigen Relaxations- 
bzw. Operatorenschritten eine dem variablen 

a-Feld zugeordnete Losung, wenn mit der mit 
Hdfe Greenscher Funktionen gewonnenen 
Naherungslosung begonnen wird. 

111. Anwendungen 

Die Fig. 4-13 geben einige EinfluBfunk- 
tionen fur verschiedene Lagen des Quellpunktes 
wieder : Wir wollen unter einer EinfluBgitter- 
funktion I (r’, r) eine Losungsfunktion t ver- 
stehen, die in allen inneren Gitterpunkten die 
Differenzengleichungen (16 a-c) mit h; = o 
erfiillt, mit Ausnahme des Quellpunktes r’fk)!’), 
wo h f ! ’  c o sei. Entsprechend lassen sich Ein- 
fluBfunktionen I als Losungsfunktion der Gln. 
(16) definieren, wo im Quellpunkt r’ nur ent- 
weder der VorticitytransportpzJ(z, q) oder die 
thermische Quantitat Q von Null verschieden 
ist. 
Im Falle p z J  ( q q )  =!= 0, Q = o fiir r = r’ ist 

hfl?’ = p.”J;!’ (z, q) 
u n d h = o  fiirr +r‘  

Im Falle Q + o , p z J  (z, q) = o fur r = r’ ist 

h;; = - ai’P k, ++.- vQL?‘; h$& = + a”?: k t .+VQY 

und h = o fur r + rf;!’++ 
Bin ))punktformigercc Term Q; kann demnach 
in seiner Wirkung auf das Losungsfeld durch 
einen Dip01 im Vorticitytransport : 

p2 J (z, q)r*t = T L Y ~ ~ + , ~  YQJ’ 
ersetzt werden. 

Setz man fur die inhomogenen Bestandteile 
im Quellpunkt einen Einheitswert an, so hangen 
die EinfluBfunktionen lediglich vom Koefizien- 
tengitterfeld des Differenzenoperators nach (16) 
ab. Gewahlt wurde im Quellpunkt furp2](z, q) 
bzw. aus Dimensionsgrunden fiir 

der Wert von IOO Einheiten [m. std-’1 
Da die Differentialgleichungen ( 5 ,  6) in t, w 
bzw. die Differenzengleichungen (16) int linear 
sind, gilt das Superpositionsprinzip. D. h. bei 
beliebiger Verteilung der inhomogenen Terme 
gibt die auf h angewandte EinfluBfunktion 
I(r, r’) im Punkte r(!!) den Anted des Lo- 

Teiius V (1953). 4 
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sungswertes z in % des inhomogenen Terms 
k im Punkte r&') an. Zur Berechnung der 
in der Fig. 4-13 dargestellten EinfluBfunk- 
tionen wurde ein a-Koeazientengitterfeld einer 
Standardatmosphare zugrundegelegt mit einer 
von x, y unabhangigen z- und damit T-Ver- 
teilung mit folgenden Daten: 

TI = 283,2"; - =- 6'km-1 fiirp 2 2 2 5  mb; 

2T 
- = o fur p 5 225 mb; 
JZ 

als Maschenweite wurde p= 300 km, v =  50 
nib gewahlt.' 

Wegen der automatisch durch (16a-c) er- 
fiillten kinematischen Randbedingungen ei- 
nerseits und der Abhangigkeit der Koefizienten 
cc von p ,  x, y hingt selbstverstandlich der Ver- 
lauf der EinfluBfunktion I (r', r) wesentlich 
von der Lage des Quellpunktes r' ab. 

Wegen der relativ geringen Variabilitat von 
cc mit x, y gegenuber der Abhangigkeit von 
p wird die EinfluBfunktion jedoch weitgehend 
invariant gegeniiber einer horizontalen Ver- 
schiebung des Quellpunktes r' sein, zumindest 
soweit der Quellpunkt noch hinreichend weit 
vom seitlichen Rand entfernt ist. Wir wollen 
uns deshalb bei der Berechnung von EinfluB- 
funktionen auf eine Quellpunktslage im mitt- 
lerer Breite (p)' in etwa 50' geogr. Breite) be- 
schranken und lediglich die p'-Koordinate des 
Quell unktes variieren. 

In B en Fig. 4-13 sind einige derartige Ein- 
fluBfunktionen in einem den Quellpunkt in p' 
= 51' enthaltenden Meridionalschnitt x = 
const. wiedergegeben, wobei e inma lp~(z ,  17) 
= IOO Einheiten in den Quellpunkten 

2T 
X = O  2z 
p=iooomb 

pr = 975, 725, 475, 275, 75 mb resp. 
und einmal p Q  = IOO Einheiten in den Quell- 
punkten 

angesetzt wurde. 
p'= 950, 700, 500, 300, IOO mb resp. 

Obwohl Losungen von (16) naturgemaI3 nur 
Gitterfunktionen mit defnierten Werten an den 
Gitterpunkten a k i n  liefern konnen, wurde in 
den Abbildungen aus Griinden der Anschau- 
lichkeit eine durch Interpolation gewonnene 
kontinuierliche Darstellungsweise gewahlt. 

Da jeder Gitterpunkt ein Volumelement ,u2v 
reprasentiert, so approximiert das z-Feld der 
Fig. 4-13 demnach iibergreifende raumliche 
Mittelwerte der Losungsfunktion z der Diffe- 
rentialgln. (5-6) 

x + I " y + ? p + Y  
9 7 9  

Der Differentialausdruck L [z], den man durch 
Elimination von cu aus ( 5 ,  6) gewinnt, ergibt 
sich zu 

Dieser wegen 71 > o elliptische Differentialaus- 

druck ist dann selb~tadjungiert~, wenn qp = 0, 
G 

3 Liegt eine (elliptische) Differentialgleichung der Form 

= Funktionen van xl, x2,  x3  

vor, so wird der Differentialausdruck L [h] dann als 
selbstadjungiert bezeichnet, wenn gilt: 

Fur einen selbstadjnngierten (elliptischen) Differential- 
ausdruck laBt sich dann die Losung in der Form dar- 

+ Jj j  G (x i ,  x ; .  xj; x l ,  x2, x3) h ( x L  xi, x;)  dx; dx; dxj, 

wobei das erste Integral uber den Rand des Integra- 
tionsgebietes, das 2. Integral uber den Integrationsraum 
zu erstrecken ist. Der Kern G wird als Greensche Funk- 
tion bezeichnet und genugt der Symmetrieeigenschaft 

I Bei einer stereographischen Projektion mit qo = 60" erhalt man fur die Vertikalsaule in einer Breite van y m 51" 
folgende Werte fur die dimensionlose GroDe a:  

wobei wegen 7 = f uk* = ak ,, ~ ist. 
3 Der Verlauf der EinfluDfunktionen ist nahezu rotationssymmetrisch. 

Tellus V (1953), 4 

6-303942 
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Fig. 12. 

G (xi, x;, xj; XI, x,, x3) = G (xi. x,, ~ 3 ;  x~J;) 

Im Falle, daD die Randwerte u(x) verschwinden, ver- 
schwindet das Randintegral. 

Die Losung des Differenzengleichungssystems 1aOt 
sich dann analog zu 

.ti - 7 Gt'i'. t i  h t'f' 
k - L  k"k  k 

darstellen und die EinfluDgitterfunktion I(r, r') wegen 
der Symmetrie unmittelbar als Greensche Funktion 
interpretieren. 

was wegen =f im Falle der gewahlten 
Standardatmosphare erfiillt ist. 

Im vorliegenden Fall verschwinden die Rand- 
werte t an den Grenzflachen p = o und p = 
p* = I ooo mb jedoch nicht notwendigerweise, 
so darj auch die Symmetrie der EinfluBfunktion 
geringfiigig gestort ist. Analytisch kommt die- 
ser Sachverhalt in der unterschiedlichen Form 
der Koefizienten des Differenzenoperators der 
G1. (16) fur Randnachbarpunkte und die iibri- 

Tellus V (1953), 4 
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Fig. 5 .  

Fig. 4. 

Fig. 4-8. EinAuBfunktion t [$]mit einem nichtver- 

schwindenen dynamischen Jacobiausdruck p*ji!' (z, 7) = 

= IOO rs] im Storpunkt r' in rp' M 51"  Breite und 

275 mb (Fig. 7), 75 mb (Fig. 8). Tz = -6"/km in der 
Troposphare; = f. 

p' = 97s mb (Fig. 4). 72s mb (Fig. 5 ) .  475 mb (Fig. 6), 

gen inneren Gitterpunkte zum Ausdruck. Auch 
im Faue der Asymmetrie von I, was insbeson- 
dere fur q p +  o gilt, kann man jedoch stets 
wegen der Giiltigkeit des Superpositionsprin- 
zips bei durch die a gegebenem Differenzen- 
ausdruck eine losende Funktion G aus den Ein- 
fluBfunktionen sich so zusammensetzen, daB 

II - r GI' f'r hl'I' 
zk- L- k k  k ' 3  

Summation uber alle inneren Gitter unkte. 
~ Man findet G$t;t' = I;!'. Das bedeutet, c!aB vor 

Aufstehng der Greenschen Funktion oder bes- 
ser des losenden Kerns G die EinfluBfunktionen 
fur samtliche Innenpunkte zu berechnen sind. 
Tellur V (1953). 4 

Fig. 10. 

Fig. 9, 

Fig. 9-13. EinAuDfunktionen t [$] mit einem nicht- 

verschwindenden Jacobiausdruck (pQ)LT = 100 E l  - -  
entspricht einem Wert - v * V T):r= 3.42 [$I 
im Storpunkt r' in rp' M 51' Breite und p' = 950 mb 
(Fig 9). 700 mb (Fig. IO),  500 mb (Fig. 11). 300 mb 
(Fig. 12). xoo mb (Fig. 13). Tz = - 6 " / k m  in der 

Troposphare, 7 = f. 

Jedoch wird ein derartiger losender Gitter- 
kern G bei Behandlung aktueller Wettersitua- 
tionen, also bei beliebiger Anordnung der a 
und h-Werte, nur dann mit Vorteil zu benutzen 
sein, wenn sich enveist, daB auch eine Losung 
mit einem von der speziellen Wetterlage un- 
abhhgigen Differenzenausdruck (seitlicher 
Mittelwert) die tatsacfiche Losung approxi- 
miert. 

Man wird in diesem Faue diese Approxima- 
tion als erste Naherung im Relaxations- bzw. 
Operatorenverfahren zur Abkiirzung des Lii- 
sungsprozesses mit dem aktuellen Differenzen- 
operator verwenden konnen. 
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Liegt eine Losung t vor, so gewinnt man 
durch Differenzenprozesse das Feld der Verti- 
kalgeschwindigkeit aus (17) 

und das Tendenzfeld der Temperatur sowie 
die horizontale Divergenz aus den beiden fol- 
genden Betimmungsgleichungen: 

- V (Div V)k = Wk + t - Wk-+ 

Fur Quellpunkte in Tropopausennahe sind 
diese letzten 3 Felder fur ein ,u2J(z, 11) = IOO 
(m/Std.) in p’ = 275 mb bzw. p Q = IOO (m/ 
Std.) im Quellpunkt p’ = 300 mb in den Fig. 
14-19 dargestellt worden. 

Die EinfluBfunktionen lassen unmittelbar die 
Flachen gleichen EinfluBgewichts und die prak- 
tische EinfluBreichweite einer Storung in Form 
einer Vorticity-Advektion bzw. eines pQ-Wer- 
tes im Quellpunkt ablesen. 

Sie vermitteln andererseits auch einen Ein- 
blick in den atmosphirischen Mechanismus, 
wie er durch die definierten Storquellen aus- 
gelost wird. Insbesondere liefern die zugehori- 
gen Losungsfelder eine quantitative Vorstellung 
von dem atmospharischen Kompensations- 
mechanismus. 

Der Annahme quasistatisch verlaufender Pro- 
zesse liegt zwar die physlkalische Conception 
unendlicher Signalgeschwindigkeit zugrunde, 
d. h. es existiert ein starrer Ubertragungsmecha- 
nismus sowohl zwischen horizontal als aucli 
vertikal benachbarten Gitterpunkten, der eine 
zeitlose BeeinfluBung durch eine Storquelle 
auf den meteorologischen Zustand eines beliebig 
weit davon entfernten Gitterpunktes zulaBt. 

So enthalt z. B. die Tendenzgleichung in der 
aus der Kontinuitatsgleichung cop = - Div v 
und oberen und unteren Randbedingung ab- 
leitbareii Form 

die hyslkalische Aussage, daB eine Massenan- 
h a u L g  in einer Schicht dp eine nicht von 
deren Entfernung vom Erdboden abhangige 
Tendenz am Boden hervorruft. Wegen der 

integralen Abhangigkeit mu13 jedoch stets die 
Moglichkeit unterstellt werden, da13 eine Diver- 
genz der einen Schicht in ihrer Wirkung auf 
den Bodendruck durch entsprechende Vor- 
gange in Schichten daruber oder darunter kom- 
pensiert wird, wobei a priori nichts daruber 
ausgesagt werden kann, ob derartige Massen- 
divergenzen wdlkurlich uber die Vertikalsaule 
verteilt sein konnen, oder ob funktionelle Be- 
ziehungen zwischen diesen GroBen verschiede- 
ner Schichten bestehen. 

Die synoptische Erfahrung erweist jedenfalls, 
daB allgemein das Kompensationsprinzip so- 
wohl in der Form 

P* P 11 Divvdp I .t 1 I Divv  I dp 
0 0 

als auch in der Form 
P* P* 11 TI d In p I < 1 1 TI 1 d In p gilt; 
0 0 

was auf cine Korrelation zwischen den Inte- 
granden innerhalb der betrachteten Vertikal- 
saule schlieoen 1aBt. 

Beidc Quantitaten - Div v, TI- sind den 
Topographien eines Termins nicht zu ent- 
nehmen, zumindest nicht vollstandig. Ableit- 
bar aus simultanen aerologischen MeBdaten ist 
lediglich ein gewisser Beitrag, namlich die 
ersten Terme der rechten Seiten folgender 
Bestimmungsgleichungen fur Div v und TI: 

q D i v v =  - v .  v y  --A; 

T 1 = - v * V T + B l ;  B l =  --W- T (i :) 
9 P 

T I = ~ P Q +  B,; B,= R 

also die horizontalen Transporte der Vorticity 
und der Temperatur, bzw. mit der einschran- 

kenden Annahme iiber die Kenntnis von - die dq ’ 

dt 

I Man erhalt diese Formulierung fur TI aus dem 
I .  Hauptsatz in der Form: 

kT d p  
dt c,, dt p dt 

= f 3 + - - = TI + v . D T + CUT,,. Dann ist 

Tellus V (2953). 4 
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GroBe Q; wahrend die weiteren Beitrage A 
bzw. B,, B ,  zum Divergenz- und Temperatur- 
tendenzausdruck nur durch die Rechnung be- 
stimmt werden konnen. 

Man konnte annehmen, daB die Kompensa- 
tion dadurch zustande kommt, daB 

P* P* I / v .  vq dp 1 < / I  v .  v q j dp und dass 
0 0 

If& I g PiQd ,  1 bzw. 

F* P* 1 /v  . v Tdlnp I < j I v . v T 1 d In p (25) 

Jedoch durfte eine solche Annahme physika- 
lisch nicht begrundbar sein. Eine physlkalische 
Erklirungsmoglichkeit fur die Kompensation 
wurde darin bestehen, daB gezeigt werden kann 
daB auch bei einer vollig beliebigen vertikalen 
Verteilung der Trans ortgroBen, also im un- 

linken Seiten obiger Ungleichungen, noch eine 
Kompensation stattfindet, also (25) oder zu- 
mindest 

0 0 

gunstigen Falle bei G P eichheit der rechten und 

P* P* 
I JDivvdpIg  I / v . V q d p /  und 
0 0 

Eine derartige Kom ensation kame dadurch 

v .  v T bzw. J ( z ,  q), Q, die wir als primare 
Divergenzen bzw. Temperaturtendenzen be- 
zeichnen wollen, alrtomatisch sekundire Diver- 
genzen und lokale Temperaturveranderungen 
A, B1, B ,  im Quellpunkt selbst und in dessen 
Umgebung hervorrufen in einer Weise, daB 
sekundare Felder A, B und primare Quellen 
( / (z,  q),  Q) sich weitgehend kompensieren, ein 
Mechanismus, den man als automatische Kom- 
pensation bezeichnen konnte. 

Gerade diesen Sachverhalt bringen aber die 
EinfluBfunktionen zum Ausdruck, wie man 
leicht den Meridionalschnitten der Fig. 14- 
19 sowie den Bdanzen innerhalb der den Quell- 
punkt enthaltenden Vertikalsaule entnimmt, 
die in Fig. 20, 21 dargestellt sind. 

Man entnimmt diesen Bilanzdiagrammen 
unmittelbar, daB primare Divergenzen und 
Temperaturtendenzen an einer bestimmten 
Stelle r' des Raumes sekundare Divergenz- 

zustande, daB die A B vektionsgroBen v .  ~ q ,  

bzw. Temperaturanderungseffekte am Quell- 
punkt r' selbst sowie in dessen Nachbarschaft 
auslosen, die einmal den primaren Vorgang am 
Quellpunkt selbst abzuschwachen suchen und 
sich mit den primaren Effekten soweit kom- 
pensieren, daB die Losungsfelder aller met. 
GroBen mit zunehmendem horizontalen und 
vertikalen Abstand vom Quellpunkt rasch ab- 
klingen, wobei noch das AusmaB der Kompen- 
sation wesentlich von den Stabilitatsverhaltnis- 
sen in der Atmosphare abhingtl. 

Bei Abanderung der Stabilitatsverhaltnisse (T 

und q werden die EinfluB- und damit Green- 
schen Funktionen insofern modifiziert, als nied- 
rige q-Werte einen starkeren ))Durchgri& des 
Einflusscs in horizontaler Richtung, niedrige 
0 bzw. s-Werte (hohe statische Labilitat) einen 
starkeren sDurchgrifG in vertikaler Richtung 
auf Kosten der anderen Koordinaten bewirken, 
wobei die Gewichtsverteilung vorwiegend 

durch die Kombination - des cr-Koefizienten 
bestimmt wird. 

Als Beispiel zeigt Fig. 22 die zu Fig. 6 andoge 
EinfluBfunktion, unter Zugrundelegung eines 
Temperaturgradienten von 9'jkm anstelle von 
6"/km in der Troposphare, die eine merkliche 
Bevorzugung der vertikalen Koordinate an- 
zeigt. Wie man sich diesen automatischen Kom- 
pensationsmechanismus physikalisch vorzustel- 
len hat, sei kurz qualitativ erlautert, wobei das 
zeitliche Nebeneinander des quasistatischen Vor- 
ganges notwendigerweise in ein zeitliches 
Nacheinander eines nicht quasistatischen Pro- 
zesses aufgelost werden muB. Im Falle einer 

I Wegen empirischer Untersuchungen iiber den Kopp- 
lungsmechanismus advektiver und konvektiver Tempera- 
turanderungen vgl. CRADDOCK (1951) und W. REGULA 
(1952). 

11 
(T 

[a* Fig. 20. EinAuDfunktion der Hohentendenz t 
-~ 

der Vertikalgeschwindigkeit w [$I, der Temperatur- 

anderung Tt [ g] und der horizontalen Massendiver- 

genz - Y Div v 121 innerhalb der den Storpunkt 

enthaltenden Vertikalsaile, ausgelost durch einen nicht- 
verschwindeden Jacobi-Ausdruck (z. r ] )  = IOO 

[$] im Storpunkt r' mit q' m 51' Breite und p' = 

= 75 mb (obere Reihe), 475 mb (mittlere Reihe), 
975 mb (untere Reihe). 

Tellus V (1953). 4 



NUMERISCHE WETTERVORHERSAGE MITTELS RELAXATIONSMETHODE so9 

-.. -1.0 1 ff.; 100 ... 
t 

Awldjender €ffekf 
20 0 

012 

0 0 4  

Aukteigen 

- L u p  

j+3 .5  

0.91 

Qla 

0.14 
0,06 

0,OC 

a33 

Absinken 

041 

Divergenz 

1 no1 

400 

600 

800 

-ow1 -pa5 
I 

Fig. 20. 

l 'ellus \' (1953), 4 



K. H I N K E L M A N N  

600 1 1  
1 I 

800i 1 

*cob 

POI) 

OM 

102 
1,0i 

Konvevenz 

iooo 

0 
- o;v&+--o 

M 
I 2 S 4  

1 I aot 1 
200- 

400- 

bO0- 

800- 

1000- 

0 

200 

400 

600 

800 

1oooJ 

-0.1 1 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 100 -14 42-10 d -6 -4 -2 0 

POI 
0.02 
OD3 

A 

Auslosender Effekf 

-4 -3 -2 -1 0 1 100 -8 -6 -4 -2 0 

c- gf[mStd-!l pQ[mStd-Y w-&(mStd-Y 

Fig. 21. 

4 4 - 4 4  0 2 4 6 8 

- 5 - 4 - 3 - 2 - 1  0 1 D 3 6 5 6 

Vwp- -Vfii.Z'hhStdY 

Tellur V (1953), 4 

- 5 - 4 - 3 - 2 - 1  0 1 D 3 6 5 6 

Vwp- -Vfii.Z'hhStdY 

Tellur V (1953), 4 



NUMERISCHE WETTERVORHERSAGE MITTELS RELAXATIONSMETHODE SII 

Fig. 22. EinfluOfunktion t r$] mit eineni nichtver- 

scliwindenden Jacobi-Ausdruck ,u2 It;!' (I, q) = IOO r:] im Storpunkt r' mit 9' w 51' Breite und p' = 

= 475 nib bei hoher Labilitat in der Troposphare: 
T = --y"/kni, vl =J: 

positiven Storquelle / (z ,  7) > o (primare Kon- 
vergenz) entsteht vorerst im Storpunkt selbst 
eine horizontale Massenkonvergenz, die wegen 
der geringen Kompressibilitat der Luft aus 
Kontinuitatsgrunden eine vertikale Massendi- 
vergenz erzeugt mit aufsteigender Luft ober- 
halb und mit absinkender Luft unterhalb des 
Quellpunktes. Unterhalb des Quellpunktni- 
veaus wird wegen des Massenzuflusses im Quell- 
punkt positive Drucktendenz erzeugt, oberhalb 
des Quellpunkts infolge der positiven Ver&al- 

komponente- > o ebenfalls eine positive 

Drucktendenz, d. h. die Niveadichen heben 
sich in der gesamten Storpunktsvertikalsaule 
relativ zur Umgebung an. Diese Anhebung 

dz 
dt 

Fig. 21. EinfluDfunktion der Hohentendenz T 

Vertikalgcschwindigkeit w [$I. der Temperatur- 

anderung Tt [z] und der horizontalen Massen- 

divergenz - Y Div v [I$] innerhalb der dcn Stor- 

punkt enthaltenden Vertikaloaulc, ausgclost durch einen 
nichtverschwindenden therniischen Ausdruck (pQ);' = -. 
= roo [$I. entspricht einein Wert 

Y 

" K  . . V T)::' = 3,42 [s] im Storpunkt r' rnit p' % 51' 

Breite und p' = IOO mb (obere Rcihe), so0 mb (mitt- 

l'ellur V (1953), 4 

lere Reihc), 950 mb (untere Reihe). 

bewirkt wegen der Tragheit des Windes, 
der nur mit einer gewissen Verzogerung 
dem ansteigenden Gradientfeld sich anpas- 
sen kann, in allen Niveaus der Quell- 
punktssaule wegen Uberwiegens der Gradient- 
kraft uber die Corioliskraft ein Ausstromen, 
d. h. Divergenzen, die sich mit der primaren 
Konvergenz im Quellpunkt weitgehend kom- 
pensieren. TemperaturmaBig gleicht sich das 
infolge des Aufwindes entstehende Abkuhlungs- 
gebiet oberhalb mit dem infolge des Absinkens 
erzeugten Erwarmungsgebiet unterhalb des 
Storniveaus (bei stabiler Schicht) in seiner Wir- 
kung auf den Bodendruck ebenfalls weitgehend 
aus, siehe Fig. 7, 14-16. 

Im Faue einer positiven Q-Storqueue findet 
vorerst infolge der Expansion ein Aufsteigen 
der Luft mit konvektiver Abkuhlung und po- 
sitiver Tendenz z>o oberhalb des Quellpunktes 
statt ; das mit diesem Druckanstieg verbundene 
Massendefizit fuhrt zu einem Druckfall unter- 
halb des Quellpunktniveaus und damit zu Kon- 
vergenzen mit aus Kontinuitatsgriinden auf- 
steigenden Komponenten und konvektiver Ab- 
kuhlung. In der gesamten Vertikalsaule findet 
demnach konvektive Abkuhlung statt, die die 
primare Erwarmung im Quellpunkt selbst weit- 
gehend kompensiert. Die ausgelosten Massen- 
divergenzen mit entgegengesetzten Vorzeichen 
unterhalb und oberhalb des Quellpunkts kom- 
pensieren sich gleichfalls weitgehend in ihrer 
Wirkung auf die Bodendrucktendenz (vgl. Fig. 
12,17-19). Die exakten quantitativen simdta- 
nen Vorgange in der zugrundegelegten Stan- 
dardatmosphare zeigen die Fig. 20 und 21 fur die 
betrachtete Storpunktssaule mitp' in Bodennahe, 
im mittleren Niveau und in der Stratosphare. 
Soweit die der Berechnung zugrundeliegenden 
GesetzmaBigkeiten (16) die atmospharischen 
Vorgange adzquat beschreiben, muB aus den 
Losungsergebnissen geschlossen werden, daI3 in 
der Atmosphare trotz der . Annahme quasista- 
tischer Vorgange und unendlicher Signalge- 
schwindigkeiten doch ein Nahewirkungsprin- 
zip giiltig ist'. 

Das bedeutet, daB in praxi eine Quellpunkts- 
storung im oben definierten Sinne Deforma- 
tionsfelder der meteorologischen FeldgroBen 
auslost, die raumlich rasch mit wachsender Di- 
stanz vom Quellpunkt abklingen unddaB ande- 

I Vergleiche dazu die Betrachtung von CHARNEY (1949) 
iiber die Gruppen-Geschwindigkeiten mit analogen Er- 
gebnissen. 
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rerseits die Ursachen fur e k e  beobachtete De- 
formation in einem bestimmten Punkte eben- 
falls in unmittelbarer Wmgebung derselben 
ihren Sitz haben mussen. Man mu0 naturlich 
berucksichtigen, daB mit zunehmendem Ab- 
stand r vom betrachteten Aufpunkt auch die 
Anzahl der beitragenden Gitterpunkte mit r2 
anwachst, so daB trotz abnehmenden EinfluB- 
gewichts des Einzelpunktes der EinfluB weit 
entfernter Flachen den EinfluB der Nachbar- 
punkte uberdecken kann. 

Jedoch ist zu bedenken, daB mit zunehmen- 
der Entfernung auch die Verteilung der inho- 

mogenen Terme in zunehmendem MaBe auf 
den Flachen gleichen EinfluDgewichts die Form 
wdkiirlicher oder zufalliger Belegungen an- 
nehmen werden, so daB sich die einzelnen Git- 
terpunkte der EinfluBflache weitgehend in ihrer 
Wirkung auf den Losungswert des Aufpunktes 
gegenseitig ausloschen. 

Fur die wahrend des Herbstsemesters 1951 
empfangenen wertvollcn Anregungen und 
Ratschlage fur die Abfassung der Arbeit sei 
den Angehorigen des Instituts fur Meteorologie, 
Stockholm, besonders Prof. Rossby, Dr. Elias- 
sen und Dr. Bolin herzlich gedankt. 
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