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Abstract.

Following a publication in Berichten des Deutschen Wetterdienstes No. 38 p. 416 the
present paper outlines a method for the approximate solution of the quasistatistical and
quasigeostrophical basic equations in an arbitrary baroclinic atmosphere taking into con-
sideration the normal boundary conditions. Certain influence functions are calculated for
a standard atmosphere by means of a relaxation method, in these calculations it is assumed
that the inhomogenius term of the differential equation is equal to unity at one grid
point and disappears at all the other. The solutions permit us to determine the reaction of
the atmosphere to a point source perturbation and calculate its horizontal and vertical range.

Ausgchend von den klassischen Arbeiten von
Rossby und scinen Mitarbeitern (1939, 1949)
ist im letzten Jahrzehnt erneut der Versuch un-
ternommen worden, durch Verwendung dem
tatsichlichen Verhalten der Atmosphire mehr
und mehr angepaBter Modelle die Weiterent-
wicklung atmosphirischer Felder und den diese
Entwicklung einleitenden  atmosphirischen
Mechanismus mit physikalisch-mathematischen
Methoden zu untersuchen.

Die Verwendung idealisierter Modelle hat
den Vorteil, daBl man sich bei Inangriffnahme
cines solch umfangreichen Programms anfing-
lich auf noch {iibersehbare Einfliisse beschrin-
ken kann, die aber doch die Grundziige nicht-
stationirer Vorginge enthalten.

Die mit Vorhersagen an Hand einfacher
Modelle gewonnenen Erfahrungen erleichtern
den Ubergang zu komplizierteren Modellen
und das schrittweise Verstindnis fiir den Ein-
fluB hinzukommender nicht leicht zu iiber-
schender wetterbestimmender Effekte.

Als crstes wurde das barotrope Modell der-
artigen Vorausberechnungen zugrundegelegt:
Cuarney und ELiasseN (1949), CHARNEY,
FjorTOFT, vON NEUMANN (1950), BoLIN,
CHARNEY (1951). SAwYER, BusuBY (1951);
Tellus V (1953), 3

Staff members, University of Stockholm (1952].
Die Gestalt der Topografien ciner barotrop
vorausgesetzten Atmosphire ist unabhingig
von der Hohe, so daB man es bei diesem Mo-
dell lediglich mit einem zweidimensionalen
Problem zu tun hat, wenn die Integration nur
tiber einen infinitesimalen Zeitschritt ausge-
filhrt wird (numerische Integration), die Zeit
also in Differentialgleichungen, bei denen zeit-
liche partielle Ableitungen nur von I. Ordnung
auftreten, als unabhingige Koordinate heraus-
falle, da diese Ableitungen als abhingige Vari-
able betrachtet werden.

Auch in einer baroklinen Atmosphire zeigt
jedoch ein ausgezeichnetes Niveau, das man als
dquivalent-barotropes Niveau bezeichnet und
das sich weitgehend mit der Fliche verschwin-
dender Divergenzen deckt, cin der barotropen
Atmosphire iquivalentes Verhalten. Dieses
Niveau! wird in der Nihe der soo-mb-Fliche

1 Die genaucre Definition dieser Fliche ist die For-

derung, daB auf ihr (U—)> = o, Bezeichnung siche unter [,
p
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vermutet und Berechnungen mit Hilfe baro-
troper Gleichungen beziehen sich deshalb auf
mittlere Schichten der Atmosphire.

Bei Verwendung nichtlinearisierter baro-
troper Differentialgleichungen ist man auf
einen numerischen Losungsproze angewiesen,
(Lésung der barotropen Vorticity-Gleichung
vom Poisson-Typ). Ein graphisches Vorhersa-
geverfahren, das auch im tiglichen Vorher-
sagedienst anwendbar wire, wurde von R.
FyortorT (1952) entwickelt. Dic barotrope At-
mosphire ist thermisch inaktiv. Um barokline
Effekte und damit die dreidimensionale Struk-
tur der Atmosphire in die Rechnung wenig-
stens teilweise einzubezichen, wurden von N.
Puiities (1951), E. T. EaDY (1952) und A.
EL1assEN (1952) sogenannte 2'/,-dimensionale
oder sinngemiler zweidimensionale Verfahren
entwickelt, bei denen jedem Punkt der zwei-
dimensionalen Mannigfaltigkeit 2 den verti-
kalen Aufbau der Atmosphire beschreibende
Parameter zugeordnet werden.

Bei dem Advektionsmodell von R. FjgrToRT
(1950) wird in weitgehender Anlechnung an
die Untersuchungen von R. C. SuTCLIFEE (1947
zwar das dreidimensionale Anfangsfeld und
damit thermische Advektionen beriicksichtigt,
jedoch der vertikale Transport der potenticllen
Temperatur ignoriert, so daB kompensierende
Effekte durch Konvektion vetlorengehen, wo-
durch sicherlich der vertikale EinfluBbereich
einer Stdrung auf die durch diese ausgeldsten
Tendenzfelder erheblich erhsht werden diirfte,
siche M1,

Die Anwendung vollstindigerer Modelle auf
Wettersituationen, die das Endziel derartiger
quantitativer Betrachtungen nichtstationirer
Vorginge sein muB, erfordert zur Lésung der-
art umfangreiche Rechenoperationen, daB bis-
her mit tatsichlichen Wetterentwicklungen
vergleichbare Resultate nicht vorliegen. Man
hat sich bisher darauf beschrinken miissen, die
GesetzmiBigkeiten sinnvoll zu formulieren und
Losungsmoglichkeiten zu erdrtern: vgl. u. a.
EriasseN (1948), CHARNEY (1949), STUMKE
(1950, 1953), KrEINSCHMIDT (1951), HINKEL-
MANN, ESSENwWANGER, REYMANN, WIPPERMANN
(1952).

Alle bisher erwihnten Modellbetrachtungen
erfassen lediglich quasistatische Prozesse, das

mittleren Niveaus p &~ 500 mb einen Extremwert von

w . w
— \lnd dalhlt — A O zu vermuten.
n Nip
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sind Vorginge, bei denen nahezu Gleichge-
wicht zwischen den an einem Luftpartikel an-
greifenden Kriften vorausgesetzt wird.

Sie machen also weitgehend Gebrauch von
spezifisch atmosphirischen GesetzmiBigkeiten
— statisches  Gleichgewicht, geostrophische
Windbeziehung—und verkdrpern somit durch
die Erfahrung gesicherte Eigenheiten atmos-
phirischer Zustinde. Soweit methodische Feh-
lerquellen ausgeschlossen werden, muB3 von den
Resultaten deshalb erwartet werden, daB diese
die Vielzahl qualitativ gefaBter synoptischer
Regeln quantitativ und ihrem physikalischen
Gewicht entsprechend zum Ausdruck bringen.

Der Vorzug einer solchen quasistatischen
Betrachtungsweise, auf die sich die nachfol-
genden Berechnungen bezichen, bestcht darin,
daB3 damit allein der synoptisch interessierende
Wettertrend nimlich die zeitliche Verinderung
gemittelter Zustinde, also

5 T+t
I
(7 [r4)
t

y = beliebige meteorologische Eigenschaft,

erfaBt wird, magn. T = 1 Std, wihrend der
verwickelte zeitliche tatsichliche Ablauf inner-
halb einer Zeit T, der stark mit wettermiBig
bedeutungslosen Schwingungen durchsetzt ist,
auBer Betracht gelassen werden kann. Diese
Elimination sog. meteororologischer Lirmvor-
ginge wird bewirkt durch gewisse Vertriglich-
keitsforderungen fiir nicht streng giiltige Re-
lationen nach einem, von J. G. CHARNEY (1948)
angegebenen Verfahren, vgl. auch K. Hinker-
MANN (I1951).

Die Einbeziehung stirker ins Gewicht fallen-
der Beschleunigungen, wie sie kleinriumig und
kurzzeitig zweifellos auftreten, erfordert, auf
die urspriinglichen Gleichungen der Dynamik
zuriickzugreifen®. Numerische Resultate sind
damit jedoch erst zu erwarten, wenn schnell-
rechnende instrumentelle Hilfsmittel zur Ver-
fugung stehen, da zur Sicherung der Konvergenz
numerischer Losungen Zeitschritte in der Gro-
Benordnung 10 min verwendet und damit sehr
viele numerische Integrationsprozesse durchge-
fithrt werden miissen, um cine Vergleichsmog-
lichkeit mit den in synoptischen Karten re-
gistrierten  aktucllen Wetterentwicklung zu
erhalten. Leider sind derartige vonJ. G. Charney

! vgl. dazu FuBnote Seite s.
Tellus V (1953), 3
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und I. C. Freeman im Institute for Advanced
Study, Princeton durchgefiihrte Vorausberech-
nungen bisher nicht verdffentlicht.

Im folgenden wird versucht, einige wenn
auch sehr primitive dreidimensionale barokline
Vorginge quantitativ anzugeben, wobei be-
sonders die vertikale Kopplung zwischen den
atmosphirischen Niveaus zum Ausdruck kom-
men soll.

I. Grundgleichungen

Zur cinfacheren Formulierung der Gesetz-
miBigkeiten benutzen wir kiinftig durchweg
in Ubereinstimmung mit der synoptischen To-
pografiedarstellung cin Koordinatensystem mit
p (Luftdruck) als vertikaler Koordmnate. Die
Hohe z iiber einer Fliche konstanten Schwere-
und Zentrifugalpotentials (z. B. NN) wird da-
bei als abhingige Koordinate betrachtet. Dif-
ferentiationen nach horizontalen Koordinaten
%1, x3—im allgemeinen werden die geographi-
schen Koordinaten 4, ¢ verwendet—sind also
stets bei festgehaltenem p auszufiihren, insbe-
sondere ist der horizontale formale Nablaope-
rator definiert durch

v I J, 4 (7i
= — —1 —_—— 1‘;
acospdd " adp "

a=Entfernung vom Erdmittelpunkt ~ 6370 km.

Eine solchc Transformation, bei der p und z
ithre Rolle als abhingige und unabhingige
Koordinate vertauschen, ist in (1948) von A.
Eliassen durchgefiihrt worden, wo auch die
nachfolgend verwendeten Grundgleichungen
abgeleitet sind.

Die Vorticity-Gleichung schreibt sich — bei
vernachlissigter Reibung — im p-System:
‘%—nwfki,-(wa Vp) =0

n=1i-(V x v)'*'f

i, = vertikaler Einheitsvektor,
Zenit zeigend

f = Coriolisparameter

v = zweidimensionaler Geschwindig-
keitsvektor

, mit

Zum

w = = = Vertikalgeschwindigkeit im p-

! System.

42 vvinl
da TV

Tellus V (1953), 3
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Bei Herleitung der Gleichung wurde von der
Konstanz von g sowie der Giiltigkeit der sta-
tischen Grundgleichung (3) Gebrauch gemacht.
Weiterhin wurde der aus dem Coriolisglied
resultierende Term i, - (V x20cos ¢ i;) sowie

. ) )
die den Faktor — enthaltenden metrischen
a

Glieder auBer Betracht gelassen.

Bei weit ausgedehnten Feldern ist der Term
i, - (Vo xv,) sicherlich um eine Zehnerpotenz
kleiner als dic beiden verbleibenden Ausdriicke;
der einfacheren Rechnung wegen werde des-
halb in der Vorticity-Gleichung das gemischte
Vektorprodukt gestrichen. Die Mitnahme die-
ses Ausdrucks bedeutet jedoch keine prinzipielle
Schwierigkeit.

Mit dieser Vereinfachung schreibt sich obige
Gleichung nach Eulerzerlegung und Zu-
sammenfassung der Glieder wyj,—nw,:

ne—n* <%> =—v-V7p (1)
b

Den 1. Hauptsatz der Thermodynamik ver-
wenden wir in der Form
dind 1 dg . o ¢
= cp_TEmlt #=const - p* p~1; K=" (2)
Die Vorticity-Gleichung und der 1. Hauptsatz
in der Fassung (1, 2) werden in der quasistati-
schen Betrachtungsweise nach Charney als ver-
triglich angeschen mit den Gleichgewichts-
bedingungen in der Form der

a) statischen Grundgleichung:

I
2, = — — 3
" (3)

b) geostrophischen Windbeziechung*

v=—iX Vgz (4)

-

! Durch eine Modifikation dieses Gleichgewichtsan-
satzes fiir den horizontalen Windvektor mit Hilfe des
Philippsschen Ansatzes (1939) versucht H. STUMKE (1953)
auch stirkere ageostrophische Windkomponenten z. B.
in Frontalzonen in die quasistatische Betrachtungsweise
einzubeziehen.

Er sctzt anstelle von (4)

v2=vl—v1-®—}g—2v T
1, g
TI]ngZ;qu.'f—_z-vvz

mit vy =
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Fiir  erhilt man aus (4)
r;=i,~[‘7 X <“gfi,>< Vz)J—Ffw %Az + f,worin

A_v.v__I{;‘” G ? ]
- "~ atcosg|cosp it g cosq?()(p
(42)

(4) und (4a) in (1) eingesetzt ergibt mit der

Abkiirzung fiir die Tendenz ()—f =7
f <W> f
AT—=n* =] =—=Vv-VUy S
g77 n/e g ©)
Unter Verwendung der Abkiirzungen:
s=—(Ind),; 0 =— 1d lnﬁ: StabilititsmaBe.
e dp

1 I(l’(]_‘ _Rftdg
Qi@(ﬁ?{; v Vlnﬁ) —g—p(;; dt v VT>
erhilt man fiir Gl. (2)

(In 9)t— ers=gpQ. Das ergibt nach waufgeldst:

W= —‘g [Q +§IZ> (11119),7‘

worin dic beiden letzten Terme als Korrekturglieder
betrachtet  werden.  Vernachlissigt man dic  geringe
Variabilitit von f und cbenso Produkte von Korrektur-
gliedern, crhile man mit diesem crweiterten Wind-
ansatz (mit Bezug auf ein cartesisches Koordinaten-
system) : anstelle (4a)

. . g
N o=y v ok mit oy = 7 Lz fy
2¢,
Yk E—Flr'(vzx X T zy)
anstelle (5)
Txx (I*:/?f’,~“> +Tyy(1"“‘7‘i‘§2‘cx> +
¢ 1 r’[ . (m\
Txpixy — S VT Vo — =t |—] +
+ r2 XyENy f 11 ¢ l’71 ’/1,')13
o\ f f
=) ;= —=v V(g + me v DTy
nk(nk)pj 1 (1 A i)—Fg 1 /i
anstelle (6)
% ox L vl ol o l)
w = G(rp,Q.sz't vg.gvldiva

wobei die unterstrichenen Glieder als Korrekturglieder
gegeniiber Gl (5—6) auftreten.
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und unter Verwendung von (3) und (Ind), =

= <lnz)
0/

o-—4@+Q (6)
Soweit nichtadiabatische Eﬁ‘ektej—‘t] auler Be-
tracht gelassen werden oder é‘l als bekannte

dt

Funktion der unabhingigen Variablen ange-
nommen wird, sind alle Ausdriicke in den
Gleichungen (s, 6) wegen (3, 4) Funktionen
von z und deren Ableitungen nach den rium-
lichen Koordinaten (innere Ableitungen) mit
Ausnahme der Variablen 7, w, die deshalb als
abhingige gesuchte Variable aufgefaBt werden,
die Funktion z ist dagegen zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt wenigstens prinzipiell in Form
von Topographien vorgebbar.

Mit 7
c
filllt angesehen werden soll, ist das System (s,
6) von clliptischem Typ, es ist also eine Rand-
wertaufgabe zu stellen.

Dic Randbedingungen werden geliefert
durch die kinematische Forderung, dafl durch
die Grenzflichen p = o und die Erdoberfliche
z=2* (v, xp) bzw. p = p* (x1, x,, #) ein
MassenfluB nicht stattfindet.

Wegen der Undurchdringlichkeit beider Fli-
chen gile:

> o eine Bedingung, die stets als er-

Wlp—o = 0 (7)

dz N |
<$~V‘VZ >‘p:p*
= Hohe der Erdoberfliche, bezogen auf eine

Geopotentialfliche z. B. NN. (8)

Allgemein sollen Werte an der Fliche 2* kiinf-
tig mit cinem * gekennzeichnet werden.

Sctzt man auch in Bodennihe geostrophische
Windverhilisse voraus, so ergibe sich fiir (8),
dav-Vz=o0

e -
=0; 2¥=z[ppr =

(82)
Da die quasistatischen Gleichungen in Aquator-
nihe ihre Giiltigkeit verlieren, kann die Inte-
gration lediglich fiir ein Teilgebiet der Erde
durchgefiihrt werden, fiir dessen seitliche Be-
grenzungsfliche keine physikalische Randbe-
dingung existiert. Fiir Kurzfristvorhersagen
wird jedoch der Einflull ungenauer Randwerte

Tellus V (1953). 3

(t+wz,—vVv-V2¥),_px =0
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mit zunechmender Entfernung vom Rand rasch
abklingen, s. Abschn. III, so daB man die An-
fangssituation z soweit iiber das eigentliche
Prognosegebiet hinaus vorgeben kann, dalB
auch geschitzte 7-Werte oder physikalisch
nicht begriindete Annahmen iiber das Verhalten
von 7 an der seitlichen Begrenzungsfliche das
Integrationsresultat im Prognoscgebiet selbst
nur unwesentlich beeinflussen. Man kann etwa
durch eine Extrapolation des bis zum Prognose-
termin beobachteten Verlaufs von 7 zu einer
sinnvollen seitlichen Randbedingung gelangen,
oder auch durch grébere Annahmen, z. B

T=0; ANT=0

Fiir die spitere Losung ist es zweckmiBig, ein
cartesisches Koordinatensystem x, y, p ein-
zufithren. Wir bilden zu diesem Zwecke die
Kugelflichen gleichen Geopotentials mittels
einer stercographischen Projektion jeweils auf
einc Ebenc ab, s. Fig. 1. Voriibergchend sollen
GréBen, die sich auf Kugelflichen bezichen,
mit dem Index K, solche, die sich auf die
Ebenen beziechen, mit dem Index E bezeichnet
werden.

Dic Erdkugcl werde vom Siidpol (S) her auf
die Ebene des Breitenkreises g, projiziert. Der
Punkt PX gehe dabei in den Punkt PE der
Ebene iiber.

Wir wihlen auf der Kugelfliche geogra-
phische Lagekoordinaten 4, @, auf der Ebene
Polarkoordinaten «, r, deren Ursprung der
DurchstoBpunkt der Erdachse sein mage.

Dann ist « = 4. Bekanntlich ist diese Abbil-
dung winkeltreu, es gilt also nur das von Punkt
zu Punkt verinderliche MaBstabsverhiltnis m
der Abbildung zu bestimmen.

Der Fig. 1 entmimmt man:

tgy = Emit y= }—? ¢=a(1+sing,) und
J— ,rdr.
m=— adgy
. d
Nun 1sta,—(; =— ;ési; = _3 (1+ tg2y) =

N 1
Damit wird: m = -~ {c* + %)
2ac

Der Zusammenhang zwischen r und ¢ wird
vermittelt durch
Tellus V (1953). 3
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N
/ r \PEdr
acos¢ \Pi/i
esing (i%
% ¢
adlp-7-%
)

Fig. 1. Stereografische Abbildung.

7 r
r=c-tgy bzw. =S —2arctg -

Einfache Umformung unter Verwendung der
Additionstheoreme ergibt

1
acosgp =

r
m
Die vertikale Koordinate p tragen wir dann
im Verhiltnis 1:1 tiber der Projektionsebene
auf. Jeder horizontalen Lageninderung dl auf
der Kugelfliche entspricht dagegen einc Lagen-
inderung mdl im transformierten System. So
gilt beispielsweise fiir die Absolutbetrige der
wahren Geschwindigkeit vK und der Bildpunkt-
geschwindigkeit vE:

{vE| = m |vK| und ebenso |VE|= rin [VE|

Eiir eine skalare GroBe y gilt nimlich:
dyp =, dp+wdi=y, dr+ p, do

. d
Wegen di=do gilt 5= T

__ 'lt—(?————ami
B ad(pgl p Jr

und wegen m =

Mit diesen Transformationsbezichungen crgibt
sich fiir A

1 Man zeigt mit dieser Bezichung sofort, dass auch
rdo

= m Iist.
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AN N
 atcosp | cosgdAr g cos<p%; B

_m® 5_92 . 2 ( I\ _
vl rder T Or rc7r N
Jr g
—_— 2 — 4. ) = 2 AE
" Qﬂ49f> e

Fiir den spiter cinzufiihrenden Jacobioperator

J 9
( )_19(,,)_L(7x19x2.
JE " Dd(xy,x;) Dl d d|°
Ixy 0%,
J
D = Funktionaldeterminante = 2 xny) gilt:
9 (X1, Xq)
29 .
1 |JAdp| m* Irda|
J _azcoswzz_r ) d|
I dp Ir
J 9|
— e = me JE
Mg meJ
Ix Jy

Weiterhin folt aus dem bisherigen:

vE,vE:vK,vK

; £
vE= m22kx VEz
f
2
MERREL AR LA

Fiir den hiufig auftretenden Coriolisparameter
f erhilt man:
2__ r2

f=20"""

2 +re’
£ = Winkelgeschwindigkeit der Erde.

Gleichzeitig sollen die Differentialquotienten
der abhingigen Variablen 7 und @ durch ent-
sprechende Differenzenquotienten ersetzt wer-
cﬁ:n. Wir fithren dafiir ein rechteckiges Raum-~
gitter cin mit der horizontalen Maschenweite

A x=A y=p und der vertikalen Maschenweite
Ap=v (10)

wenn man sich noch anstelle der bei der Trans-
formation benutzten Polarkoordinaten «, r
kartesische Koordinaten x, y eingefithrt denkt.

K. HINKELMANN

p=0 k=0
v/2
K=Y
Y
k=%
.. Y
I] //
"H ij‘z(
1]
K-%2
i-13 i 141
A Id K - X

I g
. )
"]TJ X 'K+l
W
K+1

k=n-3

k=n-

V/2
pgp*: 1000 mb___ _ka. n

Fig. 2. Anordnung der Gitterpunkte.

Das Raumgitter enthilt endlich vicle Gitter-

punkte

X=ipyy=jusp=hvii,j=0, =1, +£2,£3...
=0, 1,2... wenn wir mit k=0 p=o0
identifizieren.

Spiter werden auch Gitterzwischenpunkte k=
= £1/,, 2/,, ... betrachtet.

Die auf den Randflichen liegenden Gitter-
punkte sollen als Randpunkte, die iibrigen
Punkte als Innenpunkte bezeichnet werden.

Anstelle der stetigen Funktionen y (x, y, p)
sollen im folgenden Gitterfunktionen betrachtet
werden, die lediglich an den Gitterpunkten
v/ lx=iu; y=ju; p= kv} definicrt sind und
mit y! bezeichnet werden mogen (siche Fig. 2)

Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen
wir jedoch anmerken, daB sich GréBen ohne
Indices stets auf den betrachteten Aufpunkt r¥
bezichen mdgen, wenn Verwechslungen aus-
geschlossen sind. Unter Verwendung der Trans-

Tellus V (1953), 3
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formationsbezichungen fiir A* und J* erhilt
man dann anstelle von (5—8)

2 2 t
gty T P [(9) _(9) ]=
AT T gm* v L\n/esy \0/k—s.

= (=) ()
W= — ’V_i'_k (Teri— T3 +7Q0)  (12)

wlp-o=0 (13)

"

mit Ty =it 4+ T

=0
p=p*

=g—'}l'—2.]E (2, 2*)]p=p*

Wir wollen fiirs erste die Erdoberfliche mit
der 1000 mb-Fliche identifizieren, so daB *

v n 1000 mb
Yns »

. Die dann auf ihr giiltige

Beziehung (14) formen wir mittels des 1. Haupt-
satzes noch etwas um:
Wir ersetzen in (6) die Ableitung (7,), durch

) . i Ty —Tp—
deren hinteren Differenzenquotienten In"tnm}
v

2
und erhalten an der Fliche p = nv = 1000 mb:

2 v
wnz_;e(,ﬁ,n_ﬁ Qn>

e 2

Kombination mit (r4) in der Formulierung
1 ) .
T, = o w, + M; w, = gon (t,— M) ergibt mit

n
der Definition go = s

5 o (o 9Q
wy, <1 + 7) = g0n (T,,_g 2 M) bzw.

(152)
(15b)

Eine GroBenordnungsabschitzung ergibt, daB

20 v s,
7, (1 +~") =Ty — Q + ="M
2 2 2
. . Vs, : .
in praxi stets— < 1, so daB mit ausreichender
2

Genauigkeit
Sy
(1 + 7) ~ I gesetzt werden kann. (15 ¢)

Der Fehler wird umso kleiner, je labiler die
bodennahe Schichtung ist. Wir wollen aus (11)
Tellus V (1953), 3

17—302168

257

und (12) noch die Variable w eliminieren und
die Flichen p = const, fiir deren Gitterpunkte
die resultierenden Gleichungen aufgestellt wer-
den, so wihlen, daB ihr gegenseitiger Abstand
», der Abstand von den Grenzflichen p = o
und p= 1000 mb jedoch »/2 betrigt.

3

Fﬁrk=1+1/=,2+1/2, 3+1/2 ...... '_Z),

erhalten wir durch Elimination von @ aus (11)
und (12)
(4+ Qe+ + ak—) Te— L T — Qs Thsr—
— - T = LE (2,7) + ¥ (s Qesy —
—ak_Qk_;) =h (163)
2 2
mit oy, 4 =f7]_:,u_2 :
m? v (0n)k+y

Wegen w|,-¢-o= 0 erhilt man fiir die Fliche
p=7/2;k="1/,

iI<k<n—1

(4+ ak+) Te— 2 T — Qs This =M2_]k(2', 7]) +
+ vy, 4 Qk+§Ehk (I6b)

Wegen (15a—c) erhilt man fiir die Fliche p =
1000 —¥/2; k=n—1/,

(4+ an+0€k-) Te— 2T — T, =
=i (=, ) + o M+

T v (% Q,,—ock_Qk_%) = hk (I6C)

2 2
mic o — L1 e

Wihlt man v = 1000 mb, so geht 16 (a—c)
mit o, = o iiber in die Differenzengleichung
der barotropen Vorticitygleichung

41— T T = u¥JE (2, n), definiert fiir p=
soomb;  (16")

Mit v = 500 mb erhilt man entsprechend ein
Zweiflichenmodell (k = 1/, k =3/, = n—1/,)
mit 2 gekoppelten Gleichungen in den Auf-
punktsflichen p = 750, 250 mb, das weitgehend
mit den sogenannten 2!/,-dimensionalen Mo~
dellen nach N. Philipps, E. T. Eady und A.
Eliassen iibereinstimmt:

Eady beniitzt die Vorticity-Gleichung in der
vereinfachten Form:

Ne—fo,= — V-V
mit Vf a0
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Das ergibt mit » = 500 mb und w (p = 1000
mb) = o folgende zwei Gleichungen — die
Zahlenindices kennzeichnen die Niveaufli-
chen —:

(Mas0)et 3 Ws00= " Vaso* V50

(77250)1‘“; W00 = — Va50* V250

, in welche man sich mit (4) und (4a) anstelle
von v und # die Variablen z,;, und 2,5, ein-
gefiihrt denke.

Mit den neuen Variablen

I

¥ (2250 T2750) 5 ‘%z,so = W_E 7))

I
2

D =

\.\IOQ ~n 10

1
: (zzso — Z7so)§ ?Z%o =¥+ > @
ergibt cine Addition obiger 2 Gleichungen:
AW —] (P, AV +]) —i] (®,AD) (16”)

und entsprechend eine Subtraktion:
2f
—AD+ > wstm:]('P’ A ¢) +J(¢’A g/+f)

Elimination von w;y, geschieht mittels des I.
Hauptsatzes (6) unter Vernachlissigung von

aq.
dt’

g
W500 = — (Tp+ V-V Zp)s00
500

Wir crsetzen hier die Differentialquotienten
durch Differenzenquotienten und vy, durch

I -
> (Vaso+ Viso) = 1, x V¥ und erhalten:

Ws0p = ;Gi_(;) [Qt +J (Yj’ ¢)]

Nach Einfithrung dieses Wertes fiir wq, ergibt
die Subtraktionsgleichung schlieBlich:

<vfaJ:0_A>©f=J (@, AP+ f)+

+J (¥, A(D)——ZL

2
V%0500

(#.9) (16")

K. HINKELMANN

In dieser einfachen Form ist also eine Separation
der beiden abhingigen Variablen durchfiihrbar,
so daB lediglich zwei zweidimensionale Diff.
Gln. zu lsen verbleiben. Gl 16” und 16"
stimmen im wesentlichen mit den entsprechen-
den Gln. (15 und 17) von E. T. EaDY (1952)
tiberein.

Eine Abzihlung bestitigt, daB durch (16)
zusammen mit den seitlichen Randbedingungen
ebensoviele Gleichungen, nimlich fiir die inne-
ren Gitterpunkte, gebildet werden konnen wie
Unbekannte, nimlich die t-Werte der inneren
Gitterpunkte, darin auftreten. Die Losung des
algebraischen linearen Gleichungssystems (16)
liefert eine Approximation der Ldsung des
Differentialgleichungssystems (s—S8). Liegt eine
Losung fiir v an den inneren Gitterpunkten vor,
so findet man die 7-Werte an der Randfliche
p = p*, sowie die weiteren meteorologischen
Gitterfunktionswerte durch einfache Differen-
zenprozesse unter Verwendung der Relationen,
die zur Reduktion der hydro- und thermo-
dynamischen Gleichung auf das System (16)
herangezogen worden sind, z. B.

wk'—'_%‘k('{k+}—7k—i+ v Q)
vQ,
Wy = g0n (Trkk_ 5 - >
Ty=Tpy — rQ + V—}M (17)
1
o1
R | o) _g
}Tk(Tt)k— n &~;(Tk—&—7k+})

. I
(Div ¥)i = = (044 — @k+3)

Integrale Bezichungen, wie sic z. B. die Ten-
denzgleichung?, die man durch Integration von
(1) zwischen den Grenzen p = ound p = p* =
1000 mb unter Verwendung von (13, 14, 4')
erhilt, zum Ausdruck bringt:
p=1060
rn=—I—wn+M=—I—fé-IBZ]dn+ M=
g0n genJ dt

p=1000

=}n£)—”f;}(A‘r+](z,n)+wAzp)dn+M

1 Kiinftig wird der Index E wieder fortgelassen, da alle
Operationen sich auf das projizierte Ebenensystem be-
ziehen sollen.

Tellus V (1953), 3
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werden durch die Losung automatisch befrie-
digt und kénnen deshalb zur summarischen
Kontrolle der Richtigkeit bzw. Genauigkeit
eines gewonnenen Niherungslosungsergeb-
nisses benutzt werden.

Soll beriicksichtigt werden, daB die Fliche
p*, die bisher mit der 1000 mb-Fliche zusam-
menfallend angenommen wird, von x und
abhingt, so hat man fiir deren Randnachbar-
punkte eine variable Maschenweite v (x, y)
einzufithren und die Koeffizienten in (16¢)
modifizieren sich entsprechend. Wir wollen
annehmen, daB p* fiir einen bestimmten Git-
terpunket i, j zwischen den Punkten k*» < p* <
(k* + 1) v liege, dann sci v* = p*— k* », siche
Fig. 3.

Im Punkte p = k*y gilt ndherungsweise:

2 ,,2 *
i @_w_i[ 9) _(9 ]=
T LT T ghvi\n N/ kx4

= p® Jox (2, ) mit

Anstelle von (15) erhilt man
o* = go* (T —v* Q*— M)
T* = T — ¥ Q¥ +s* ¥ M

und damit anstelle von (16¢)
e~ Cpex_

o* o
<4+ T + T) Tk*—ETkl — i

(5%

Thr—y =

Tellus V {1953), 3
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p
A\ 4
bk
V*
Y p=p*
k*+1
[ 3
7
» X

i
Variable Maschenweite bei unebener Erdober-
fliche.

Fig. 3.

*
= ,usz* (Z, 77) +O’CT‘M+ ’IZ (’V*(X*Q*—'Vak*_Qk*_})

Zur Einfithrung von »* (x, y) bzw. I (x, y)
ist die Kenntnis des unreduzierten Bodendrucks
p* (x, y) am Erboden z* (x, y) erforderlich.
Jedoch wird man die Funktion p* (x, y) in
erster Niherung unabhingig von der Zeit an-
setzen konnen. Im folgenden soll also weiterhin
von der Approximation p* a p, = 1000 mb
Gebrauch gemacht werden.

To be continued in the next issue of this journal.



