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Abstract 

Using a simple ;itniospheric model, the difference between the solutions of the primitive 
and the quasi-hydrostatic equations is demonstrated. The results show that the quasi-hydrostatic 
processes are largely determined by the initial field of pressure wherever the meteorological 
“noise”-phenomena (in the form of short-period oscillations about a trend of the meteorological 

elements) depend on the initial field of the non-geostrophic windcomponents. This trend 
can be computed with sufficient accurracy also by a numerical integration of the primitive 
equations, which arc mathematically simpler to  handle than the quasi-hydrostatic equations. 

In this case the initial wind fields can be computed from the observed pressure field by using 
the geostrophic approximation. 

To find the trend the results have to be smoothed. 

Die hydro- und thermodynamischen Diffe- 
rentialgleichungen erfassen bei ihrer Anwen- 
dung auf atmospharische Vorgange nicht nur 
die relativ langsam ablaufenden sogenannten 
quasistatischen Prozesse, sondern zwangslaufig 
auch gewisse kurzperiodischen Ablaufe, bei 
denen Ausbreitungsgeschwindigkeiten in der 
GroBenordnung der Schallgeschwindigkeit auf- 
treten und die man deswegen als meteorolo- 
gischen Larm bezeichnet. 

Ini allgemeinen wirken sich diese kurz- 
periodischen Vorgange mit relativ geringen 
Amplituden nur in Form einer Unruhe im 
zeitlichen Gang der meteorologischen Zu- 
standsvariabeln aus und werden in den synop- 
tischen Karten weitgehend weggeglattet, so 
dass man sich bei einer rechnerischen Vorher- 
sage mit der Erfassung der quasistatisch ver- 
laufenden Anderungsprozesse begniigen konnte. 
Beim numerischen Integrationsverfahren wird 
aber gerade der zeitliche Gang, also der par- 
tielle zeitliche Differentialquotient, dessen Be- 
rechnung auch ohne vollstiindige Integration 

aus den Differentialgleichungen verhaltnis- 
massig einfach ist, prognostisch zur Ermittlung 
der im nachsten Zeitintervall eiritretenden 
Anderung der betrachteten Zustandsgrosse 
ausgewertet. 

Benutzt man fur den numerischcn Rechen- 
prozess die hydro- und thermodynamischen 
Grundgleichungen in unveranderter Form, so 
wird man bei Berechung der Tendenzen 
ungeglattete Momentanwerte erhalten. Aus 
den entsprechenden Differenzenquotienten las- 
sen sich demzufolge nur Anderungen fur die 
betreffende Variable fur ein Zeitintervall ent- 
nehmen, das klein ist gegeniiber der Schwin- 
gungsdauer der kurzperiodischen Larmvor- 
gkge ,  was einen Aufwand. an Rechenarbeit 
erfordert, der eine rationelle Auswertung des 
numerischen Integrationsverfahren erschwert. 

Die Anzahl der erforderlichen Zeitschritte 
kann wesentlich reduziert werden, wenn diese 
fur die Rechnung unbequemen, meteorolo- 
gisch uninteressanten kurzdauernden Vor- 
gange aus den DifferentialgIeichungen elimi- 
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niert werden, was allerdings auch eine grund- 
legende Anderung in der Gestalt der Differen- 
tialgleichungen zur Folge hat. 

Im folgenden soll an Hand eines einfachen 
atmospharischen Modells versucht werden, in 
den Losungsfunktionen die kurzperiodischen 
Anteile von den quasistatischen zu separieren 
und abzuschatzen, fur welche durch Druck- 
und Windfelder definierten Anfangszustande 
eine Elimination der meteorologischen Lirm- 
vorgange berechtigt erscheint. 

I. Ausgangsgleichungen fiir das zugrunde- 
liegende atmospharische Modell 

Als Ausgangsgleichungen sollen die be- 
reits von J. G. CHARNEY (1949) diskutierten 
linearisierten Gleichungen einer homogenen 
Atmosphare zugrundegelegt werden. Bei Giil- 
tigkeit der hydrostatischen Grundgleichung 
und bei Annahme eines durch 

u = - g H~ = const 1 
v = o  

definierten Grundzustandes schreiben sich diese: 

DU = -gk, + IV (1) 

Do = - IU (4 

(3) 

Bewegungsgleichungen 
2u 
g 

Dh = ~ v - Hti, 

Kontinuitatsgleichung, 

wenti uZ = v, = u,, = v,, = h - o vorausge- 
setzt, die geringe Abhingigkeit der Parameter 
I ,  H von y also als unerheblich betrachtet 
wird. In den Gleichungen bedeuten H Hohe 
der homogenen Atmosphare, U, V Geschwin- 
digkeitskomponenten des Grundzustandes; 
k, U, v die entsprechenden Grossen der Sto- 

a a 
rungsfelder; D = - + U -, 2 = 2 w sin v. 2t 2x 

Das Gleichungssystem lasst sich in dieser 
einfachen Form allgemein integrieren. Wegen 
der vorgenommenen Vereinfachungen werden 
zwar die gefundenen Losungen tatsachliche 
Wettervorgange nur sehr weitgehend idealisiert 
wiedergeben. Zur Demonstration der charak- 
teristischen Unterschiede in den Dimensionen 

Y -  

und in der Abhangigkeit von den Anfangs- 
feldern zwischen kurz- und langperiodischen 
Prozessen durfte jedoch das Modell ausreichend 
sein, so daI3 dieses zumindest einen Einblick 
in die Wirkungsweise des atmospharischen 
Mechanismus vermittelt und einen Hinweis 
geben diirfte, auf welche Weise und unter 
welchen Voraussetzungen eine derartige Eli- 
mination auch in den nichtlinearen dreidi- 
mensionalen Diff. G1. System moglich und 
berechtigt ist. 

Das System (1-3) 1aBt sich auf eine Diff. 
G1. der Variablen h reduzicren. Aus ( I ,  2) er- 
halt man 

(Dz t- 2 z ) t r  = --gDh, 
a 2  bzw. wegen D - = - D as a.y 

( D z  + l z ) t l ,  = --gDh,, (4) 

(Dz + 1 2 ) ~  = glh, ( 5 )  

Fiihrt man diese GI. in (3) ein, so resultiert 
eine homogene lineare Diff. GI. 111. Ordnung 
in h allein: 

die im Falle I + o in die Diff. G1. fiir Schwere- 

h = o iibergeht. Das 

System (4-6) ist dem Systcm (1-3) vollig 
aquivalent und soll allgemein integriert wer- 
den, wobei insbesondere der EinfluI3 einer 
Variation der beliebig vorgebbaren Wind- 
felder ti und v auf die zeitliche Entwicklung 
des durch die GroBe h charakterisierten Druck- 
feldes untersucht werden soll. 

Wir beschranken uns dabei auf das Anfangs- 
wertproblem, bei dem zu einem bestimmten 
Zcitpunkt t = o die Funktionen h = ho,  u = 110, 

v =  v o  fur alle x-Werte vorgegeben sind, 
wodurch h (x, t ) ,  14 (x, t )  und u (x, t )  eindeutig 
bestimmt sind. 

11. Berechnung der Druckfunktion h (x, t)  

Der Ansatz h = hoAciv ( x - r f )  fuhrt nach Ein- 
sctzen in G1. (6) auf die Frequenzengleichung 
- 2” ( U -  4 3  + gHv: (U - c)  - l z c  = 0 
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u 12 2 n  
bzw. auf a3 - m2.4 + - = o (7) l h g e  L= -. Eine Anpassung an beliebige 

VZ V 

wenn zur Abkurzung gesetzt wird 

12 mz = g H  -t - und 
VZ 

A = U - c  (74 

Fur UZ < gH- I05 [mz sec-21 existieren drei 
reelle Wurzeh (AI ,  At, As), wovon A X  

. A2, A3 nahe bei & m liegen. 
Ulz nahe bei - 

m2vz ’ 
A1 1aBt sich als Grenzwert eines Ketten- 
bruches darstellen mit dem Bildungsgesetz 

u 12 

V’ Ulz 
-; A1.o = - m2 - A;,” 

- 

mZvZ A,,,+, = 

Der Grenzwert A r =  lim A,,, werde mit d 
abgekurzt. Die beiden weiteren Wurzeln A 2r 
A3 ergeben sich aus 

n+ Y) 

A’ + dA + (dz-mz) = 0, 

so da13 

Anfangsfunktionen ergibt sich leicht durch 
Superposition von particularen Losungen der 
Form (10) mit verschiedener Frequenz v zu 
Fourierreihen (bei periodischen Anfangsfel- 
dern). Man erhalt bei periodischen Anfangs- 
funktionen fur ho, UO,  YO mit der Intervallange 

L* 27d 

n L* L* wegen L = - ; v = - n fu r  

+a0 9 

n = - c o  k = ~  

# =  - v = & 0 , 1 , 2 . . .  L* (11) 

23z 

worin noch die Akv aus den Anfangsbedin- 
gungen zu bestimmen waren. Da die Berech- 
nungsgleichungen fur Akv sich fur alle v 
entsprechen, genugt es, diese bei einer fest- 
gehaltenen Frequenz v aufzustellen. Z. Zt. 
t=o mu0 gelten: 

h(x, 0) = h o  und wegen (1-3) 

ut 
g 

oh (x, 0) = ~ 110 - Hf4; 

D h ( X ,  0) = - U12 
uo + H(gh& - 1 Ui) 

(4 
2 2 Denkt man sich die Anfangsfunktionen fur 

ho, uo, uo nach Fourier zerlegt, so moge fur ein 

ho, uo, v o  = komplexe Am- 
plituden der betrachteten 
Partialwelle z - Zt t = o mit 

M = + \ /  mz - - 3 dZ bestimmtes v gelten: 

h,” = hoveiVX 

u,” = tlovei”x 
\ ; z F t d . = - - - M  d 

2 
2nd’ 

A 3 = - ; -  

(13) ( 8 )  v,” = troveiVX L =  -- 
(9) 

V 

Setzt man (10) und (13) in (12) ein, so erhalt 
man zur Bestimmung der Ak folgendes lineares 
Gleichungssystem : 

Ck = u- Ak, k = I, 2, 3. 

Mit den drei Werten fur c erhalt man als all- 
gemeineren Ansatz fur ii 

3 3 

h (X, t)  = h, (Io) = 1 
&eiV (x-ck’) 

k= I 
k =  1 

Der Losungsansatz (10) erfal3t alle Losungen mit 

nischer Funktionen in x der gleichen Wellen- 
Anfangsfeldern in ho, ‘(’9 ” in Form harmo- 

I Zur vereinfachten Schreibweise sol1 kiinftig der 
Index v wieder fortgelassen werden. 
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(14) 

Mit den Bezeichnungen (8) fur ,& erhalt man 
anstelle von (11) fur eine bestimmte Frequenz 
(siehe Fussnote I ) :  

h(x ,  t )  = h o  A I c ~ ~ ( ~ - ~ ~ ~ )  + [ ( A ,  + I 
+ A3)  cos vMt + (Az  - A3)  i sin v Mt] . 

(11 4 . eiv(-x-(u+ 11 } 
und anstelle von (14) 

A, + (Az + 4) = I  

d a A,- - ( A z + f 3 )  + M(Az-A3)= F 
2 

&A*+ M-+- (Az+A3)-dM(Az-A3)= G ( 3 
(144 

Fur die Amplituden der Funktion h in GI. 
(ria) erhalt man daraus: 

( A 4 2  + %) - G - d  ( F  + :) 
- A1 - 

Mz- - dZ 
4 

AZ + A 3 =  I -AI  

Zwecks bequemerer Variation des Anfangs- 
zustandes in II und u sol1 angesetzt werden 

uo = ! l o  &vx = 6i ho eivx f 

des zu h o  = ho civx zugehorigen geostrophischen 
Windes bezeichnen, so stellen die dimen- 
sionslosen komplexen Zahlen 6 und E ein Ma0 
dar fur die Auslenkung des Anfangswindfeldes 
gegeniiber dem geostrophischen. Die Betrage 
von 6, E geben das Verhalmis der Amplituden 
der nichtgeostrophschen Komponenten zur 
geostrophischen wieder, die Winkel von E, 6 
deren Phasenverschebung gegenuber der geo- 
stroyhischen Windkomponente. 

Mit diesen Ansatzen (16) fur uo und, uo 
erhalt man anstelle von (14) 

3 

E A k = I  
k =  I 

Mit (14) und (IS) ist die Funktion h(x, t )  in 
(I I bzw. I Ia) bestimmt. Bevor &e auftretenden 
Amplituden Ak numerisch berechnet werden, 
sollen die weiteren Funktionen M und er- 
mittelt werden. 

111. Berechnung der horizontalen Wind- 
felder u und v 

Die Funktionen u, v gewinnt man nach 
Vorliegen der Losung h aus Gln. (4 u. s), 
in welchen die rechten Seiten als inhomogene 
Terme betrachtet werden konnen. Einsetzen 
von h (x, t )  aus (10) in (4) und ( 5 )  ergibt: 

(Dz + r z ) U  =z - gho izvz - 

k =  I 

mit den Losungen: 
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+ (au cos It -- /?" i sin lt)eiv (x- w 

Die Losungen der homogenen Differential- 
gleichungen (4,s) verschwindenz jedoch, da 
a,, = /?,, = u, = /Iv = 0, wie man erkennt, wenn 
man die Losungsfunktionen in Gln. (1-3) ein- 
setzt und die Frequenzengleichung (7) beach- 
tet, so daB man fur 14 und v schlieBlich erhdt: 

k =  I 

k =  I 

worin bedeutet : 

Unter Benutzung der Frequenzengleichung in 
der Form: 

2 Im Falle Y = o tritt allerdings die inertiale Fre- 

It (x, 0) = u (x, 0) = 0 ;  v (x, 0) = vo  = const die 

u = v g  sin it; v = vo cos I t ;  it = vo ff sin it. 

quenz 1 auf. Man erhalt fur die Anfangsfelder: 

Losung : 

&? 

ergibt sich fur 

V I  , v o  KO = .F V2  (I -&) = - - - - 
1 g h o  

und damit fur die dimensionslosen Koeffizien- 
ten : 

2 

1 
M v 2 

B2--B3 = - - - 

2 

ct- c3 = ${: 6 i  + ; n (I - E )  - 

Eine Vorstellung uber die GroBenverMt- 
nisse der in den Funktionen h, u, v auftretenden 
Amplituden A k ,  B k ,  c k  in Abhangigkeit von 

der Wellenhnge L = ~ vermittelt die Ta- 

belle I, in welcher 1 = 10-4 [sec-I], U=IS 
[m . sec-11, g H =  8 - I04 [mz sec-21 angenom- 
men wurde. 

2 ? c  

V 

IV. E b t i o n  des meteorologischen 
Liirmes 

Die Abschatzung der GroBenverhdtnisse 
ergibt, daB in dem meteorologisch interessie- 
renden Spektrum mit ausreichender Naherung 
gesetzt werden kann : 
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Die Wellen h, u, I, setzen sich aus zwei 
hinsichtiich der Schwingungsdauer wesentlich 
unterschiedlichen Anteilen zusammen. Die 
Terme mit den Amplituden A x ,  Br, CI mit 

einer Schwingungsdauer TI = - = - stellen 

in reeller Schreibweise harmonische Funktionen 
dar, die ohne Formanderung mit der konstan- 
ten Verlagerungsgeschwindigkeit cr sich in 
positiver x-Richtung fortbewegen. Die Terme 
mit den Am lituden Az f A3 ; Bz f B3 ; C z  C3 
ergeben in !i em Koordmatensystem 

27c L 
VCI CI 

x- (U + i) t = const 

stehende Wellen mit einer Schwingungsdauer 

Die Terme 

charakterisieren also die eingang! als ”quasista- 
tisch verlaufend” bezeichneten Anderungspro- 
zesse, wahrend die Terme 

a 

k =  2 

= h o  [(C, + C3) cos vMt + 1 

+ (c, - c3> i sin v ~ t ]  eiy [x-(u+ 

die wegen ihrer relativ geringen Schwingungs- 
dauer als ”meteorologischer Larm” bezeich- 
neten Anderungsprozesse wiedergeben. 

In Fig. Ia, b, c sind die Verlaufe von h, u, v 
sowie hQ uQ, vQ fur L = 5 - 106 [m] und E = 
= 1.1 = 10-1, 6 =  16 I = 10-1 als Funktion von 
t an der Stelle x = o dargestellt. 

Es ergibt sich die fur die zeitliche Entwick- 
lung atmospharischer Felder allgemein cha- 
rakteristische Tatsache, daB der Verlauf der 
kurzdauernden Schwankungen um einen zeit- 
lich zugigen Gang in den meteorologischen 
Elementen wesentlich bestimmt wird durch 
die - im Modell durch E und 6 definierten - 
ageostrophischen Windfelder, die man in der 
Ausgangssituation vorfindet, wahrend die - 
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durch hQ, uQ, U Q  wiedergegebenen - zii- 
gigen Verlaufe weitgehend durch die Druck- 
verteilung zur Ausgangszeit festgelegt werden. 

So ergibt sich mit den Naherungen (19a) bei 
einer Auslenkung des Anfangswindfeldes uo 
gegenuber dem geostrophischen Windfelde vg0 

um E = 1 ~ l e ~ ” P - e  fiir hQ cine reelle Amplitude 
von 

und eine Phasenverschiebung va gegeniiber 
hQ mit E = 0, die sich bestimmt aus 

worin P)& den Winkel der im allgemeinen koni- 
exen Zahl E bedeutet. Bei einer Beschran- E‘ ung von I E I  I 10-1 ergibt sich, daB die 

Partialwelle in hQ eines durch E = I F  1 eiv%& 
charakterisierten Anfangsfeldes gegeniiber 
einem durch E = o definierten Anfangsfelde in 
uo eine Amplituden- und Phasenanderung er- 
fahrt, deren Betrag beschrankt bleibt durch 

Die gleichen Abschatzungen ergeben sich auch 
fur die Amplituden &, CI der Funktionen uQ, 
“Q. 

Die Tabelle 3 gibt diese maximalen Betrage 
fur 1 E I = 10-1 in Abhangigkeit von der Wellen- 
lange wieder. 

Tab. 3. Maximale Amplitudenanderung und 
Phasenverschiebung, hervorgerufen durch eine 
Auslenkung des Anfangswindfeldes vo um = 10-1 

eivPe gegeniiber dem geostrophischen Windfeld. 
~ ~~ ~ - 1 Maximalc relative I Maximale Phasen- I 

3 0  
2s 
2 0  

IS 

5 
I 0  

I 

Der EinfluB der ageostrophischen Kompo- 
nente u bzw. 6 im Anfangswindfeld auf Am- 

plitude und Phase der Funktionen ho, uQ, vQ 
ist unerheblich. 

Dagegen wachst das Amplitudenverhalmis 
zwischen kurz- und langperiodischen Schwin- 
gungen der Druckfunktion h und der ageostro- 
phischen Komponente u - fiir kurze Wellen 
naherungsweise ausdriickbar durch 

bei festgehaltenem 6 - der EinfluB von E ist 
bei kurzen Wellen unerheblich - mit abneh- 
mender Wellenlange stark an, so daB bereits 
bei Wellenlangen in der GroBenordnung von 
einigen 1000 km, wie Fig. Ia, b veranschau- 
lichen, nicht mehr lediglich von einer durch 
den meteorologischen Larm bewirkten Un- 
ruhe im zeitlichen Gang der meteorologischen 
Elemelite gesprochen werden kann. 

Es muI3 jedoch beachtet werden, daB sowohl 
6 als auch E nicht unabhangig von der Wellen- 
lange angenommen werden konnen, da sicher- 
lich allgemein 

lim 6 = o und lini E = I gilt. 
I, -+ 0 L + I  

Das ergibt sich schon daraus, daB die Losungen 
(11, 17, IS) mit 6 + 0, E -+ I in die Losungen 
der Differentialgleichungen fur reine Gravita- 
tionswellen, bzw. bei Annahme adiabatischer 
Zustandsanderun en in die Losungen der 

ja fiir sehr kleine Wellenlangen die tatsach- 
lichen physikalischen Vorgange richtig be- 
schreiben. 

Weiterhin diirfte durch Superposition meh- 
rerer Wellenfunktionen verschiedener Wellen- 
lange und Phase eitie Glattung der kurzperiodi- 
schen Larmschwankungen bewirkt werden. 

Da den kurzdauernden Schwankungen we- 
gen der Ungenauigkeit in den MeBdaten fur 14, 
u, 2. Zt. t = 0, keine meteorologische Bedeu- 
tung beigemessen werden kann, wird man 
sich bei der rechnerischen Propose mit der 
Ermittlung des zeitlichen zugigen Grund- 
verlaufs - im Model1 charakterisiert durch 
die Funktipnen hQ, uQ, U Q  - begnugen 
miissen. 

Dieser zugige Grundverlauf sol1 abkurzend 
als Trend” bezeichnet werden, analog der 

Diff. G1. fur Sc f allwellen konvergieren, die 

9 ,  
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Ausdrucksweise in der statistischen Konjunk- 
turforschung. 

Ignoriert man also diese kurzperiodischen 
Vorgange hL ,  uL,  vL und sieht man von 
dem geringen EinfluB ab, den die Anfangsfel- 
der der ageostrophischen horizontalen Wind- 
komponenten auf den Verlauf der Funktionen 
hQ, uQ, VQ ausuben, so bestimmt sich der 
Trend der Variabeln h, u, v in dem betrach- 
teten Model1 lediglich durch die Vorgabe der 
Druckfunktion h. zu einein bestimmten Zeit- 
punkt, und zwar erhalt man mit diesen Ver- 
nachlassigungen fur 

- h = A, ,iv (x-ed 

wenn unter den gestrichenen GroBen die oben 
definierten ausgeglichenen Variabeln verstan- 
den werden. Fur ein beliebiges Ausgangs- 
feld ho ergibt sich durch Summation uber v: 

02 - 
= C ho, e iv (x -c ly f )  

n=-m 

n=-cx 

C.2 

Fig. ~ a .  Larm- und Trendkurven der Funktion h 
L = 5 .  106 m, E = 6 = 10-1 - h/ ho 

- - - -  - h/ h,  U =  I g m s e - 1 ,  gH = 8 .  I 0 4 m a X C a  

-.-.- h q / h ,  1 = 10-4 SeC-I 

- 

Fig. I b. Lirm- und Trendkurven der Funktion u 

- ./ I vosl L = 5 . I06 m, E = 6 = 10-1 - - - - - -  u/ Ivogl  U =  ISmsec-',gH=8.104masec-' 
M I 1 = 10-4 sec-I 

In den Losungen der linearisierten Gleichun- 
gen ergibt sich diese Darstellung einfach durch 
Wegstreichen der den meteorologischen Larm 
zum Ausdruck bringenden Funktionen hL,  
iiL, vL sowie der die ageostrophischen Kom- 
ponenten (E,  S) enthaltenden Terme in den 
Amplituden A,, BI, CI. 

Da die Funktionen (20.) fur alle Anfangs- 
lagen, bei denen die Felder der horizontalen 
Windgeschwindigkeiten nur unwesentlich aus 
dem geostrophschen Windfeld ausgelenkt 
sind, die Losungen der Differentialgleichungen 
(1-3) mit fur synoptische Belange.ausreichen- 
der Genauigkeit beschreiben durften, so ist es 
naheliegend, die Differeritialgleichungen von 
vornherein so zu modifizieren, daB deren 

Fig. I C .  Larm- und Trendkurven der Funktion v 

- v /  I vog I L = 5 .1o6 m, E = 6 = 10-1 
- - - - -  v /  lvog l  U =  ISrnsec-',gH=8.104m'sec-' 

- 
_._.- V Q / l U o g l  1 = I04 SeC-' 

$/k.l*. 'I 

' I  
ah 

Fig. I d. Lirm- und Trendkurven der Funktion h = - 
at - ht/  h,  L = 5.106 m, E = 6 = 10-1 

- - - - - h J  ho U = I 5 m sec-1, gH = 8 . I04 ma sec-2 
- 

% (hQ)l/k9 1 = I04 SeC-' 
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Losungen nur die Trendkurven liefern, wie sie 
im benutzten Modell durch die Naherungen 
(20a) beschrieben werden, ein Rechenver- 
fahren, das auf die direkte Messung oder 
Berechnung von Windfeldern der Ausgangs- 
wetterlage verzichtet. 

Die zu den Losungen (20a) zugeordneten 
Differentialgleichungen anstelle der Gln. 
(1-3) ergeben sich, wenn cI = U - d durch 

u ( I-- yk2) angenahert wird, zu 

- v = f h ,  

bzw. in auf die Variable h reduzierter Form 

Die Mitnahnie dcr ageostrophischen Wind- 
komponente i in dem Vektor 6 ist in diesen 
Gleichungen nur crforderlich, wenn die zeit- 
liche Entwicklung der meteorologischen Va- 
riabeln berechnet werden soll. Wie die Tab. I 

ausweist, macht die ageostrophische Kompo- 
nente tr nur wenige Prozent der geostrophi- 
schen Komponente V aus, so daBes bei Betrach- 
tung des Windfeldes selbst ausreicht, aus der 
vorliegenden Losung fiir h bzw. p den geo- 
strophischen Wind durch Gradientbildung zu 
errechnen und den tatsachlichen Wind durch 
diesen zu approximieren. 

V. Numerische Integration 

Wegen der erheblichen mathematischen 
Schwierigkeiten, die der Losung der allge- 
meinen nicht vereinfachten nichtlinearen hy- 
dro- und thermodynamischen Gleichungen 
entgegenstehen, wird man gezwungen sein, 
wenigstens naherungsweise eine Losung durch 
eine numerische schrittweise Integration her- 
beizufuhren. 

Man begniigt sich zunachst mit der Errech- 
nung der Tendenz der meteorologischen 

JY Variabeln - , wenn y eine beliebige nieteoro- 

logische Variable bezeichnet, ersetzt dam nahe- 
rungsweise den zeitlichen Differentialquotien- 
ten durch den entsprechenden Differenzen- 

quoticnten - und erniittelt durch Annahme 

eines festen Wertes fur At die wahrend der 
Zeit at eintretende Anderung ~ y ,  die man zu 
dem zur Zeit t = o vorgefundenen Wert von 
y addiert. 

Durch fortgesetzte Anwendung dieses Re- 
chenverfahrens erhalt man eine diskrete Folge 
vonFelderny(t=o;At;  2 ~ t ;  3 ~ t . . ) , d i e b e i  
hinreichend klein gewahlten Intervallen At die 
Losung der Differentialgleichung hinreichend 
genau zu approximieren vermogen. 

Es bieten sich dabei zwei hinsichtlich des 
Grades der Rechenschwierigkeit und des Um- 
fanges der auszufiihrenden Integrationsschritte 
unterschiedliche Rechenverfahren an, j e  nach- 
dem ob die zeitliche Anderung der Momen- 

aY tanwerte - oder die zeitliclie Anderung des 

Trends - berechnet wird. 

at 

AY 
a t  

at  
& 
at 

Es besteht also die Moglichkeit, die DiK Gln. 
in den Momentanwerten oder in den zeitlich 
ausgeglichenen Werten anzuschreiben. 

I. Fiir das gewahlte Modell einer homo- 
genen Atmosphare fiihrt die erste Berech- 
nungsmethode auf das folgende Rechenschema, 
das sich unmittelbar durch Auflosung der Gln. 
(1-3) nach den lokalen zeitlichen Differential- 
quotientcn ergibt : 

- v, = - u v ,  

1u 
S 

Uh,+ - V -  

AV 21, m - (25b) 
a t  

Diese Gleichungen erfassen sowohl den aus- 
geglichenen ziigigen Gruiidverlauf (Trend) als 
auch die kurzperiodischen Oszillationen (Larm). 
Bei der Wahl des Zeitinkrementes At ist des- 
halb zu beriicksichtigen, daG die ermittelten 
Differentialquotienten nur wahrend einer rela- 
tiv kurzen Zeitspanne als konstant betrachtet 
werden konnen. 
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ah i%- In Fig. Id ist - und - als Funktion der 
Jt J t  

Zeit dargestellt. Beide Werte unterscheiden - 

sich in ihrer GroBe erheblich, 

halb auch bei der prognostischen Verwer- 
tung der entsprechenden Differenzenquotienten 
in gleichcr Weise unterschiedliche Zeitinter- 
valle verwendet werden miissen. 

Zu einer sinnvollen Festsetzung des In- 
krementes At  gelangt man, wenn At < T 
gewahlt wird. 

Bei Verwendung der Berechnungsgleich- 
ungen (25) fiihrt dies zu 

L 
At Q T2,3  == - M '  

Stellt Lkn die kiirzeste 'CVelleidange dar, auf 
deren Erfassung gerade noch Wert gelegt 
wird, bzw. deren Ermittlung aus dem Beo- 
bachtungsmaterial des Stationsnetzes gerade 
noch moglich ist, so ergibt sich fiir 

Lmin wird fur groDrauniige (zirkumpolare) 
Darstellungen in der Grossenordnung 106 [m] 
liegen, sodaI3-vgl. Tab. z . - ~ t  < I [Std] zu 
wahlen ware. Der Vorteil dieses Berechnungs- 
schemas liegt darin, daB zur Ermittlung der 
Tendenzen iiur elementare Rechenprozesse 
(vier Spezies, raundiche Differentiationen I. 
Ordnung) crforderlich sind, die ohne sonder- 
liche Schwierigkeiten durch automatische Re- 
chenmaschinen ausgefiihrt: werden konnen. 

Die zwangslaufige Mitberechnung der kurz- 
dauernden Larmprozesse -- ausgezogene Kur- 
ven der Fig. A - stellt dabei lediglich ein 
notwendiges Ubel dar, da den ermittelten 
Funktionen h L ,  iiL, V L ,  die naherungsweise 
auch bei einer numerischen Integration der 
G h .  (25) erfaI3t werden, so lange keinerlei 
physikalische Realitat zukommt, als auch die 
Abweichung vom geostrophischen Windfeld 
im Ausgangsfelde meBtechnisch nicht erfaBt 
werden kann. 

Um nicht eine ubertriebene Genauigkeit 
vorzutauschen, wird es notwendig sein, nach 
Ermittlung des zeitlichen Verlaufs der meteoro- 
logischen Variabeln diese vollig unsicheren 

Bestandteile durch Glattung mit den iiblichen 
Methoden der Statistik wieder zu eliminieren. 

Bei der praktischen Berechnung wird man 
also willkiirliche, sich nur im Rahmen der 
MeDfehler haltende Werte fur E ,  6 annehmen 
konnen, ohne daB die Genauigkeit der mitt- 
leren Verlaufe - L, M, V - merklich beein- 
trachtigt wird. Naheliegenderweise wird man 
als Ausgangsfeld fiir die horizontalen Wind- 
geschwindigkeiten das geostrophische Wind- 
feld zugrunde legen, ohne daB jedoch diese 
berechneten Winddaten fur den Verlauf der 
Trendkurven oder -felder kritisch sind. 

Der Nachteil des Rechenverfahrens besteht 
darin, daB nur relativ kurze Zeitintervde 
(einige Minuten) verwendet werden konnen. 
Dieser Nachteil wird jedoch weitgehend aus- 
ge lichen durch die Einfachheit der erforder- 
licten Rechenprozesse. 

2. Bei Verwendung der hydro- und thermo- 
dynamischen DiK Gln. mit ausgeglichenen 
GroI3en fuhrt das Berechnungsschema bei 
Anwendung auf das betrachtete . homo ene 
Model1 auf die Gln. (21-23) bzw. GI. T z ~ ) ,  
aus welcher man die Tendenz des Trends in h 
durch Auflosung nach mit der formalen 
Losung 

Der Vorteil eines solchen Rechenverfahrens, 
in dem die Elimination der kurzperiodischen 
Schwankungen bereits in der differentiellen 
Form der Gleichungen, nicht erst in den 
Losungsfunktionen vorgenommen wird, be- 
steht darin, daB wesentlich groBere Zeitinter- 
valle At bei Ersatz des Differentialquodenten 
durch den Differenzenquotienten verwendet 
werden konnen. 

Mit den gleichen Abschatzungen wie unter 
I) ergibt sich wegen der groI3eren Schwin- 
gungsdauer TI fiir 

Die Anzahl der zur Ubhrbriickung des 
gleichen Vorhersagezeitaums no twendigen In- 
tegrationsschritte nach Verfahern z) reduziert 
sich also gegenuber dem Verfahren I) um 
rund das 20-fache. 
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Andrerseits erfahrt jedoch das Berechnungs- 
schema insofern eine fur den Rechenaufwand 
wesentlich ins Gewicht fallende Komplikation, 
als bereits zur Ermittlung der Tendenz dic 
Losung einer Differentialgleichung - im 
Modell G1. (24) - erforderlich wird. 

Die sinngemaBen nichtlinearisierten und 
nicht spezialisierten Diff. Gln., die sich nach 
Elimination des Larmes ergeben, lauten ent- 
sprechend Gln. (21-23) : 

I '!? - g n  - - 
% = Ex - oh - - -- oh, oder bei Ver- 1 12 dt 

wendung der Druckfunktion p .  1 

._ 
23, v = 2 dimensionale Vektoren 
U, ~ 7 3  = 3 dimensionale Vektoren 
- 

(26b) 

zu denen noch die dritte Komponente der 
Bewegungsgleichung, die in Form der sta- 
tischen Grundgleichung eingefuhrt werden 
konnte, sowie eine thermodynamische DiE G1. 
tritt. 

Die Elimination der Larmvorgange im all- 
gemeinen Fall fuhrt demnach darauf hinaus, 
in dem DiE GI. System die Bewegungsglei- 
chungen fur die horizontalen Komponenten zu 
ersetzen durch die durch H. PHILIPPS (1939) 
aufgestellte sogenannte quasigeostrophische 
Windgleichung (26a), die nach Linearisierung 
unmittelbar auf die Form der Gln. (25a, 25b) 
fuhrt. 

Es kann zur Zeit nicht abgeschatzt werden, 
welches Verfahrcn fur eine praktische rechne- 
rische Wettervorhersagc rationeller sein wird, 
da dies wesentlich von der technischen Leis- 

tungsfahigkeit der zur Verwendung gelangen- 
den Rechenmaschinen abhangen wird. Jedoch 
durfte auch das im allgemeinen als wenig 
aussichtsreich betrachtete Verfahren der nu- 
merischen Integration des ursprunglichen 
Gleichungssystems unter Mitnahme meteoro- 
logischer Larmvorgange bei Einsatz sehr 
schnell rcchnender Automaten erfolgverspre- 
chend sein. 

Bei einer Behandlung der Gleichungen im 
zweidimensionalen Rahmen wird die Auflii- 
sung einer immerhm sehr komplizierten Diff. 
G1. erspart, im dreidimensionalen Falle - bei 
Ersatz der vertikalen Komponente der Bewe- 
gungsgleichung durch die statische Grundglei- 
chung, der eine Elimination der in vertika- 
ler Richtung verlaufenden kurzperiodischen 
Schallvorgange bewirkt, - wird man ledig- 
lich auf die Notwendigkeit einer Integration 
iiber die vertikale Koordinate, also auf die 
Losung einer gewohnlichen DiK GI. gefuhrt, 
in welcher die horizontalen Koordinaten als 
Parameter auftreten. Ein fur eine numerische 
Integration geeignetes Gleichungssystem unter 
Einschluss meteorologischer Larmvorgange in 
der Horizontalen wurde von A. ELIASSEN(I949) 
angegeben. 

Die Unkennmis in den Ausgangsfeldern der 
Windgeschwindigkeit ist dabei, zumindest fur 
hohere Breiten, kein ernsthaftes Hindernis, 
da diese Felder ohne Bedenken durch das 
durch den Kraftegleichgewichtszustand defi- 
nierte geostrophische Windfeld ersetzt werden 
k" onnen. 
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