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Abstract 
The equation cf balance of the absolutc vorticity is derived from V. Bjerknes' Circulation 

Theorcni, formulated in an arbitrary moving frame of general coordinates. The flux and the 
rate of productioi of absolute vorticity are defined. The case of the component of absolute 
vorticity normal to the equiscalar surfaces of a meteorological quantity is considered. From the 
expression of the horizontal convective flux of the vertical component of the relative vorticity, 
a rclation between thc horizontal mcridional flows of relative vorticity and angular momentum 
is dcduccd. 

Ka portons l'atmosphi.re B un systeme de 
coor B onntes curvilignes quelconques (XI, XZ, 

x3), animt d'un mouvement variable d'un 
point B un autre et d'un instant B un autre. 
Dtsignons respectivement par V;, u; et W;, 
(i = I, 2, 3), les composantes covariantes en 
variables xi de la vitesst: V de l'air par rapport 
au s y s t h e  de rtfirence inertial (syst?me gCo- 
centrique fixe), de la vitesse v de l'air par 
rapport au refirentiel mobile (XI, xz, x3), et 
dc la vitesse W du riftrentiel mobile par 
rapport au rtfirentiel fixe, (V; = Wi + u;).  
Soient yij = 7,; ( i ,  j = I:. 2 ,  3) les coefficients dc 
la mitrique en variables xi et yy,= yji les 
inineurs algtbriques normts des elements yij 
du diterminant y = 11 yij 11. Les yij, yij et y 
sont des fonctions des xi et aussi du temps t 
lorsque le rtftrentiel (XI, xz, x3) se dtforme 
tout en se mouvant; par contre, lorsque ce 
rtftrentiel se meut B la maniere d'un corps 
solide, les yii, y+ et y sont indtpendants du 

1 JY 
4; at  

temps t. Rappelons quci - - = div W (VAN 

MIEGHEM et VANDENPLAS, 1950). 
Ensuite, introduisons les composantes con- 

travariantes 5" de la rotationnelle absolue 
rotV, on sait que 

ob (i, j ,  k)  reprtsente une permutation tour- 
nante de (I, 2, 3) (loc. cit.). Rappelons que 
Ek : \lykk est la projection orthogonale du 
vecteur rotV sur la normale B la surface de 
coordonntes x3 = Cste au point .considtri. 
Notons encore l'identiti Cvidente 

- 

- 

au'y ~- lk = 0, ( k  = I, 2, 3) 
2.Yk - 

en xi et t. 

Enfiti, soient p la pression atmosphdriquc, 
tc le volume spCcifique de l'air et Fi lcs compo- 
santes covariantes de la force de frottement F. 
Posons 

oil, comme dans (I), ( i , j ,  k) est une permuta- 
tion tournante quelconque diduite de (I ,  2, 3). 

6-1 0 4 3  1 8  



298 J. V A N  M I E G t I B M  

Alors, le t h f o r h e  de la circulation dc V. 
Bjerknes s'icrit, (loc. cit.) 

(3) 

oh [ N ,  S N  etfN sont les projections orthogonalcs 
des vecteurs rotV, s et rotF sur la dcmi- 
normale N B 1'6ltment 6a de la surface (T prise 
a l'instant t ,  (dt = 0). 

En remarquant quc 
- 

C $ N  60 tk N k  da = \ y lk 6.U' dXj =: X j  dS' dXj, 

(4) 
oil (i, j ,  k) reprfsentc Line permutation tour- 
nante de (I ,  2, 3) et oh Nk sont les composantes 
covariantes du vecteur-mitt N ortfi par la 
normale N, on itablit aisfment (oc. f cit.) que 

En transformant ( s ~  + f ~ )  60 comme C$&T a 
ttf transform6 en (4) et en substituant ( 5 )  
dans (3),  on trouve la forme rotationnelle des 
Pquations de la dynamique atniosphirique en 
variables si, h savoir: 

(i, k = I ,  2, 3) (6) 

&oh, finalement, gricc B (I,), l'tquation du 
bilan de la coniposantc tk dc la rotation- 
nclle absolue rotV, 

= sk t j k ,  ( i ,  k = I, 2 ,  3) (6a) 

ou encore, 

(6b) 

Dc ce bilan, il rtsulte que le flux, dans le 
rtffrentiel mobile, de la composante Ek de la 

rotationnclle absoluc rotV cst dCfini par lcs 
composantes contravariantes 

(7) c k i  g k v i  - vk I 
6.9 

et que le taux de production de t k ,  dans ce 
rfifirentiel, s'exprime B l'aide de sk +fk, c'est- 
;-dire i l'aide des sol6noi'des isobares-isost6res 
et des tubes de tourbillon de la force de frotte- 
nient F. 
Remarquons que Ckk = o et quc, par suite, 
le frux de t k  ri travers la stirface x k  = C 5 t e  

est nul. De plus, le flux Cki, (i t k), se dicom- 
pose en unfrux convectif tk ui le long du courant 
atmosphtrique dans la surface x k  = Cs" et en 
un j h x  noti convectif - v k p  qui dipend du 
courant atniosphirique vk B travers la surface 
X k  ~ Csfe . Lorsque la surface xk = C~te est unc 

surface srrbstaritielle 

cotrvcctif est nul. 
2. Supposons qu'h chaque instant t, les sur- 

faces iquiscalaires d'une grandeur mitiorolo- 
giquc, - la tempirature potentielle 0 par 
exeniple, - constituent unc famille de sur- 
faces B un parami.tre. Identifions ces surfaces 
avcc les surfaces de coordonnfes x3 = Cste et, 
leurs trajectoires orthogonalcs avec les lignes 
de coordonnfie x3 = var. On  a, alors, y3' = 

Y33 Y r  yjz f y31= y32 0, y33 y33 3 I, y = 
avec yr  = y r r  yz2-  ( y12)2 ,  et 

oh ( et vz ne sont autres que Ics projections 
orthogonales de rotV ct de v sur la normale z 
B la surface x3 = Cste passant par le point 
considire. Cette normale est tangcnte h la 
ligne dc coordonnte x3= var. En particulier, 

lorsque ~3 = 0, on a v3 = - et y33 3 I ~0 I 
oh 1 v01 est la valeur algdbrique de l'ascen- 
dant de la tempirature potentielle 0. 

En substituant (8) dans (6a), on obtient le 
bilan de [, 

dO - 
At 

= s,? +fz , (. = I, 2) (9) 
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ou encore, 

- 
oh az r= b y33 2x3 et OG 5, ctf, sont les nombres 
de soldnoi'des isobares-isostEres et de tubes- 
mitts de tourbillon de la force de frotteincnt 
par unit; Zaire, dais les surfaces x3 = Cste. La 
somme s, +f, rcprdsente le taux de produc- 
tion de C dans x3 = Cste. 
Lorsque, dans l'tquation (ga), on iidgligc Its 

- I- 

termes en T- I - -L ct en y33, on at ' b'G az 
VYU 

obtient une Cquation itablie par S .  PETTERSSEN 
(1950). Cette remarque fixe le degrt de va- 
liditt dc l'tquation dc 'Pctterssen. Notons que 

\. Yr 

- 
I 

-- a __ "" exprinie la diforniation subie par 
at I- 

prescnte la courburc moyenne dc ces surfaces. 
3 .  Proposons-nous d'ttudier le flux de la 

composante [ de la rotationnelle dans le cas de 
coordonnees curviligncs triorthogonales (XI, 
xa, x3). Dans ce cas, or, a: yij = y" = o pour 
i =!= j et yi i  yii = I respcctivement pour i = I ,  
5 ,  3 .  Dtsignons par x, y ,  z Ies axes tangents aux 
lignes de coordoide x i  et p x  v,, vy,  v, les 
composantes coordonnties de la vitesse relative 
v de l'air dans le tri?dre trirectangle xyz, 
suppost dextrogyre. Ides axes x, y, z sont 
normaux respectivement aux surfaces X I  = 
Cste, x~ = Cste, x3 = Cste. On a donc v, = 

- - - 
Gyrr vr  = VI : dYI1, v y  = t yzz  v* = vz : dG, 
vz = K v 3  = v3 : GK, ax 3 &?XI, 

- 
ay = c a x z ,  az = qy33 aX3, 

ct 

oh o, dtsigne la composante coordonnte 
suivant l'axe z de la rotation instantanie du 
triidre xyz par rapport au referentiel inertial. 
Nous avons vu que Ie flux de 5 se produit dans 
les surfaces x3 = Cste et que la partie convec- 
tive de ce flus s'exprime, dans le triidre xyz, 
B l'aide des composantes coordonnees ( [vx, 

Si nous portons uniquement notre attention 
sur la partie [+ de 5 lite au mouvement de 
l'air par rapport au refirentiel mobile; on 
voit que 

C v y ,  0). 

avec 5 E [++ 2 0,. 

Quant au flux convectif de cr dans le rtfkren- 
tie1 mobile, il est defrni par les composantes 
coordonnees (Crux, [ + v Y ,  0) dans xyz. Re- 
marquons que 

--I 2 
5 ' ~  uy = ~- - (yII ox vY) i- v, div,, v + i Y I I  J Y  

Oh 

On voit ainsi que, dans les surfaces x3 = Cste, 
le flux convectif de la composante normale 
CU = rot, v de la rotationnelle relative rotv, B 
travers les ligncs X I  = var et x2 =var, depend 
en remier licu dc la corr151atior1, Ic long dc 
ces fignes, entre les composantes v, et vy de la 
vitesse relative de l'air et de la correlation, le 
Iong des mtmes lignes, entre chacune de ces 
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composantes et la divergence du courant dans 
les surfaces x3 = Cste. 

articulier, lorsque le s y s t h e  de rifd- 
rence Y XI, XZ, xi) est fixe par rapport B la terre 
et lorsque les coordonnies XI, xz, xi coi’n- 
cident avec les coordonnies sphdriques A, rp, r ,  
ona :y I I  - r z c o ~ ~ y , y ~ ~ = r 2 , y ~ ~ -  I. Leflux 
inkridien@, vers le Nord, h travers le paralltle 
c, de la cornposante vcrticale Tr = rot,v dc 
la rotationnelle relative rotv par rapport h la 
terre, est alors donnd par 

@ = f$ T r  l Iy  6x = 

En 

C 

+ $ v, div,, v 6s, (4 
2 oh nous avons posd 6x r=z r cos p163. et 

1 2  
r a p e  

La forniule (10) niontrc quc Ic flux @ dipend 
I ” )  de la corrdlation, le long du parallc‘lc c 
considiri, cntre la coinposantc zonalc v, du 
vent et la divergence horizontale du courant, 
et 2“) de la variation en latitude de la corrila- 
tion, le long du Ini.me parall&, entre Ics 
composantes zonale ( v X )  et indridicniie ( v y )  
du vent v. En particulier, lorsque les crcux ct 
les dorsales bariqucs sont orient& du SW 
vers le NE, ces deux corrdations solit positives; 
de plus, si la diviation vers l’E, par rapport 
aux mtridiens, dcs crepx et des dorsalcs, 
diminuc lorsque la latitude augnicnte, la 
corrtlation entre 11, et v y ,  lc long des parallc‘les, 
dkcroit vers le Nord. Dans ce cas, les tcrnics 
du second menibre dc (10) sont positifs ct il 

=: 
d Y 

- _  

en est dc iiicnic du flux @ qui cst donc dirigi 
vers lc Nord. 

Enfin, iiotons quc lc flux miridieii vcrs lc 
Nord, B travers Ic paralli-le c, du monient 
cinitiquc relatif dc l’air par rapport h l’axe dc 
la terre cst donni par la forniule de Jeffrcys 

yl z @ r 2  cosz rp 0 v, I),, 6.u, 
C 

oil p disignc la iiiassc spicifiquc dc l’air; par 
consiqucnt, si l’oii bit nbstrnctioir dc I n  iwiot ioi i  
latittrdi1rnle dc p, 011 3 

oh 5 disigne une valeur iiioycniie dc p au 
nivcau r considiri. La rclatioii (Ioa) fait 
apparaitre le lien entre le flux miridien @ de 
la coniposaiitc verticalc de la rotationnelle re- 
lative rotv de l’air ct le flux indridicn Y du 
iiionieiit cinitique relatif de l’air par rapport 
B l’axc dc la tcrrc. 
Le taux dc production, par uiiiti de surface 
horizontale, de la composaiite vcrticalc rot= v 
de la rotationnelle relative rotv, cst Cgal h 
s, +f=. Rcniarquons quc s, cst positif oil 
nCgatif suivant que la rotation qui anic‘nc 
l’ascendan t horizontal vh c( de volume spki- 
fique x de l’air sur le gradient horizontal - 
V,,p dc la prcssion atmosplifrique 11 est cyclo- 
niquc ou anticycloniquc. Comnic.L = rot, F, 
on cii diduit que -L cst positif ou nigatif 
suivant quc la coniposantc vcrticalc rot, F dc 
la rotationnelle dc F cst cychnique ou anti- 
cycloniquc, c’cst-h-dire, d’aprh uiic remarquc 
dc S. I’ETTEKSSEN ( r g ~ o ) ,  suivant quc la cir- 
culation liorizontalc dc l’air au  point considiri 
est anticycloniquc OLI cyclonique. 
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