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ABSTRACT 
Integrations of the hydrostatic system of equations for the divergent barotropic model 
of an atmosphere confined within latitudinal walls are performed with three finite- 
difference schemes of second-order accuracy. Scheme I is the so-called leap-frog scheme, 
commonly used in numerical forecasting, scheme I1 is baaed on a method proposed by 
Lax & Wendroff and N. A. Phillips. Scheme I11 waa discussed by one of the authors. 
Applying for all schemes the same grid system with respect to the field- and time- 
coordinates and allowing for no smoothing or friction it is possible to compare objec- 
tively the behaviour of the difference equations. Initially a geostrophically balanced 
jet stream field consisting of three zonal wave numbers is prescribed; the flow is baro- 
tropically unstable. 

The comparison is made with integrals of (a) eddy kinetic energy, including it's 
spectral parts, (b) zonal kinetic energy, (c) kinetic energy, and (d)  total energy. The 
latter is a conservative property for the differential system. These integrals yield a 
good insight into the appearance of barotropic instability. This problem will be treated 
in a subsequent paper. All three methods give practically equal results within the first 
week of forecssting time; then scheme I begins to show numerical instability followed 
by scheme I11 about one week later. Scheme I1 seems to be completely stable, shows, 
however, aa expected, a slight tendency of damping relatively short waves. Scheme 
111 requires one field less to be stored in the computer than schemes I and 11. 

1. Einleitung 

Die sogenannten primitiven Gleichungen, 
d. h. die Eulerschen Bewegungsgleichungen in 
ihrer Grundform, sind in den letzten Jahren in 
immer stiirkerem Umfang fur numerische 
Wettervorhersagen und fur die Simulierung der 
allgemeinen Zirkulation der Atmosphiire her- 
angezogen worden. Besonders bei der numeri- 
schen Integration der vielfliichigen baroklinen 
Modelle besitzen die primitiven Gleichungen 
erhebliche Vorziige gegeniiber den im Prinzip 
aus Vorticity- und Divergenzgleichung beste- 
henden, welche in den Anfiingen der numeri- 
schen Wettervorhersage ausschliesslich benutzt 
wurden. Die besagten Vorziige bestehen darin, 
dass sich das Rechenschema einfacher gestaltet 
und der physikalische Inhalt weitgehend un- 
beriihrt bleibt. Letzteres ist bei Benutzung der 
abgewandelten Gleichungen wegen der not- 

1 Diem Untersuchung wurde von der Deutschen 
Forschungsgemeinschaft gefordert. 

wendigen Einfiihrung vereinfachender Annah- 
men nicht ganz der Fall. 

Die vorliegende Untersuchung hat zum %el, 
drei verschiedene Verfahren zur numerischen 
Integration der primitiven Gleichungen zu 
testen und miteinander zu vergleichen. Um 
den Arbeitsaufwand in ertriiglichen Grenzen 
zu halten, erschien es angebracht, das vieler- 
seits erprobte physikalische Modell einer zwi- 
schen zwei Breitenkreisen eingeschlossenen baro- 
tropen divergenten Atmosphiire im hydrosta- 
tischen Gleichgewicht zu Grunde zu legen. 

Physikalisch handelt es sich bei dieser 
,,Atmosphare" um eine inkompressible homo- 
gene Flussigkeit mit freier Ober- und ebener 
Unterfliiche, die durch feste Wiinde seitlich 
begrenzt ist. 

Abgesehen von der geometrischen Struktur 
unseres Modells wird die zu Grunde gelegte 
Konzeption einer autobarotropen Atmosphiire 
auch heute noch in der kurzfristigen numeri- 
schen Wettervorhersage angewandt - mit etwa 

Tellus XX (1968), 2 



VERGLEICH DREIER DIFFERENZEN-VERFAHREN 319 

demselben Erfolg wie die komplizierteren baro- 
klinen Modelle. 

Der Vergleich der drei Verfahren geschieht 
unter moglichst gleichen Gesichtspunkten, z. B. 
in Bezug auf die Wahl des Gitternetzes, des 
Zeitschritts und die Formulierung der Anfangs- 
und Randbedingungen im numerischen System. 
Auch wurde nicht versucht, die rechnerische 
Stabilitiit des einen oder anderen Verfahrens 
durch Ausgleichung der Felder oder durch 
Einfuhrung von Reibungsgliedern zu erhohen. 

Somit ist ein echter Vergleich moglich. Daa 
schliesst naturlich nicht aus, dass eine absolute 
Verbesserung der Verfahren dadurch erreicht 
werden kann, daas z. B. die Geschwindigkeit 
anfiinglich nicht, wie es hier getan wird, geo- 
strophisch, sondern rnit Hilfe der Balance- 
gleichung aus dem vorgegebenen Druckfeld 
angeniihert wird; auch die numerische Hand- 
habung der Randbedingungen konnte in einer 
exakteren Weise erfolgen. Dadurch wtirde zwar 
die mit der Zeit aufkommende Aufrauhung der 
Felder verzogert werden, daa Rechenschema 
ware jedoch wesentlich komplizierter. 

Die geometrische Form des Kana18 und die 
dadurch sich anbietende Anwendung der B- 
Approximation und der Vernachliiesigung aller 
Glieder in den hydrodynamischen Gleichungen, 
welche die Erdkriimmung enthalten, erlauben 
eine bequeme Handhabung des Modells in 
analytischer und numerischer Hinsicht, wobei 
die wesentlichen dynamischen Merkmale der 
atmospharischen Stromfelder erhalten bleiben. 

Zur vergleichenden Darstellung der Ergeb- 
nieae werden u. a. die zeitlichen Giinge einiger 
Energiegroeaen herangezogen. Hieraus l b t  
sich z. B. ersehen, wie weit und wie lange die 
aus den Differentialgleichungen folgende Kon- 
stanz der totalen Energie in den numerischen 
Systemen erhalten bleibt. Einen guten Einblick 
in die dynamische Natur der Losungen gibt 
der zeitliche Verlauf der Energieintegrale fur 
die mittlere zonale Stromung sowie fur deren 
Abweichungen vom zonalen Mittel. Diese beiden 
Integrale stehen in einem engen Zusammen- 
hang mit dem Problem der hydrodynamischen 
Instabilitiit. uber diesen Komplex wird in 
einer gesonderten Arbeit berichtet werden. 

2. Differentialgleichungen 

Mit den Annahmen unter 1. lauten die 
,,primitiven" Gleichungen f i i r  das divergente 
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reibungsfreie barotrope Model1 einer im hydro- 
statischen Gleichgewicht befindlichen Atmo- 
sphiire: 

au 
at 

- =  av -v.Vv-fu--, 
at 

x, y sind die rechtwinkligen kartesischen Ko- 
ordinaten in Liings- und Querrichtung des 
Kanals, die der Richtung nach Osten und 
Norden in der Natur entsprechen sollen; u, 
die Komponenten der Geschwindigkeit V. Der 
Coriolisparameter sei linear veriinderlich rnit 
y ,  d. h. f = fo +By. Die Variable 4 stellt das 
Geopotential der freien Oberflache relativ zum 
mittleren Niveau k der Oberflache dar, g ist 
die Erdbeschleunigung und V = (a /ax ,  a/ay) der 
Nablaoperator. Die beiden ersten Gleichungen 
von (2.1) sind die Bewegungsgleichungen; die 3. 
Gleichung folgt aus der Kontinuitiitsgleichung 
nach Integration uber die vertikale Miichtigkeit 
der Atmosphiire; hierbei wurde vorausgesetzt, 
dass v unabhiingig von der vertikalen Ordinate 
ist. 

Die Gleichungen (2.1) sind unter Vorgabe 
bestimmter Anfangsbedingungen fiir u, v und 4, 
auf deren spezielle Form spiiter eingegangen 
wird, zu losen. Hierzu werden als Randbe- 
dingungen vorgeschrieben, dam durch die 
seitlichen Kanalbegrenzungen keine Maase flies- 
sen 8011, d. h. dam dort die Normalkomponente 
der Geschwindigkeit verschwinden 8011. Seien 
die Riinder durch y = O  und y = B gegeben, gilt 
also: 

v = O  fur y=Ound B. (2.2) 

Die Randbedingungen in x-Richtung sind 
zyklisch, d. h. die abhiingigen Variablen be- 
sitzen mit ihren Ableitungen nach x am Anfang 
des Kanals x = O  denselben Wert wie am Ende 
des Kanals x =L, also: 

R > 0, ganzzahlig. Entsprechendes gilt fur v 
und 4. 
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Gedanltlich entspricht dieses Model1 also ei- 
nem in sich geschlossenen Kanalring, wobei die 
Krummung unberucksichtigt bleibt. 

3. Differenzenquotienten 

Um die Differentialgleichungen (2.1) all- 
gemein losen zu konnen, miissen numerische 
Methoden angewendet werden. In dieser Unter- 
suchung wird die Niiherungslosung mittels 
Differenzenverfahren erhalten, wobei drei ver- 
schiedene Verfahren benutzt und miteinander 
verglichen werden. 

In den drei zu besprechenden Differenzen- 
Verfahren werden die Variablen liings der 
Zeitachse in den diskreten Niveaus t = n .  At 
sowie t = (n + 4).  At definiert, wobei n 2 0 ganz- 
zahlig ist. 

Zur Abkiirzung wird: 

gesetzt,. 
Um den Wert einer Funktion fur t = (n + 4). At 

anzuniihern, wird auch von einer Mittelung iiber 
die benachbarten Zeitniveaus Gebrauch ge- 
macht und geschrieben: 

( c t ) m + h ) = & ( u ( n )  + u ( n + l )  ). (3.2) 

Entsprechende Ausdrucke gelten fur v und 4. 
Die auf den linken Seiten von (2.1) stehenden 
Ableitungen nach der Zeit werden entweder 
ersetzt durch die zentralen Differenzenquo- 
tienten: 

oder durch die ungenauere Vorwartsdifferenz: 

Entsprechendes gilt fur v und 4. 
Innerhalb der x,y-Ebene ist das Gitternetz 

bei allen drei Verfahren dasselbe (siehe Abb. 1). 
Hierin sind durch unterschiedliche Merkierung 
gekennzeichnet die Position der Veriinderlichen 

X . X . X . X  

Y Y Y Y=O n - n - n 0 

x= 0 x= L 
Abb. 1. Struktur des Gitternetzes in der x, y-Ebene. 
An den Punkten ( 0 )  sind die Felder zur Zeit t = n *  At, 
an den Kreuzen ( x ) zur Zeit t = (n + 3) .At  vorge- 
schrieben. rc = 0, 1, 2 ... . 

sowohl zur Zeit t = n . A t  als auch zur Zeit 
t = (n + 4). At. In  diesen beiden Zeitniveaus sind 
die Punkte gegeneinander versetzt. Hierdurch 
wird in vielen Fallen eine vorteilhafte An- 
niiherung der Ortsableitungen durch Differen- 
Zen der Werte zweier benachbarter Punkte im 
Abstande Ax bzw. Ay ermoglicht. Z. B. kann 
man in Bezug auf den Punkt (xo ,  yo) (siehe 
Abbildung 1) schreiben: 

Diese Approximation ist dort jedoch nicht 
moglich fur 

, da4'"'irn Punkte 

nicht definiert ist. Werte von Funktionen, die 
an Gitterpunkten nicht direkt definiert sind, 
werden ctngeniihert durch den Mittelwert der 
vier benachbarten Punkte. Z. B. ist u t f l + ~ )  im 
Punkte (zo,yo) gegeben durch: 

mit 
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Dem3ntsprechEnd wird die schon erwahnte 
Ablsitiing (ag/ax)'"' im Punkte (xo,yo) ersetzt 
durch (y (&)'"). (3.7) 

Man nimmt also statt der Differenz der Einzel- 
werte wie in (3.5) die Differenz von Mittelwer- 
ten gem. (3.6) im Abstand Ax bzw. Ay. Wendet 
man diem Regeln fur die Variablen u, o, 4 an, 
so besteht nach diesen Hinweisen keine Schwie- 
rigkeit, die Terme der rechten Seiten von (2.1) in 
geeignete Differenzenform innerhalb der 2, y- 
Ebene zu ubersetzen, wenn die jeweiligen 
Zeitniveaus angegeben sind. 

Bei der Beschreibung der Differenzen-Ver- 
fahren wollen wir uns deshalb darauf be- 
schranken, nur die zeitliche Abhangigkeit der 
Gleichungen aufzuzeigen. Die Differenzenform 
in x, y der rechten Seiten von (2.1) wird der 
Reihenfolge entsprechend symbolisch bezeich- 
net mit: 

x' ), Y' ), 2' ), (3.8) 

wobei noch das jeweilige Zeitniveau einzusetzen 
ist. Treten in diesen Ausdriicken verschiedene 
Zeitniveaus auf, so werden damit die Argu- 
mente der Operatoren von (3.8) gekennzeichnet. 

4. Die Differenzengleichungen 

Die drei zu beschreibenden Differenzenver- 
fahren als Annaherung an (2.1) besitzen samt- 
lich denselben Fehlergrad 0 (At', Ax*, Ay'). Als 
Verfahren I soll das in der numerischen Wetter- 
vorhersage zumeist gebrauchliche "leap frog"- 
Verfahren angefuhrt werden. Vorausgesetzt sei 
die Kenntnis der Grossen 

und V ( " - t ) ,  +("-*). v(")* 4'") 

Um die neuen Felder v'~$-'), 4'"') zu berech- 
nen, benutzt das Verfahren I mit Rucksicht auf 
(3.7) folgende Gleichungen: 

(4.1) 

Zur Berechnung der ,,Zwischenwerte" zur Zeit 
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t = (n + )) . At dient ein (4.1) analoges System, 
in dem das Zeitniveau um At12 reduziert ist: 

(4.2) soll ausser fur n = O  (t = 0) gelten. Zur 
Berechnung von v(+' und +'+' wurden in d i w r  
Untersuchung die entspreohenden Gleichungen 
des Verfahrem I1 (4.3) herangezogen. 

Die wesentlichen Grundzuge des Verfahrem 
11 wurden unabhiingig voneinander sowohl 
von Lax u. Wendroff, 1960, als auch von N. A. 
Phillips, 1960, aufgezeigt. Dieses Verfahren 
wird vielfach als Lax-Wendroff -Verfahren be- 
zeichnet. 

Es genugt vorauszusetzen, dam die Felder 
v'"), 4'") bekannt mien. Wie bei Verfahren I 
werden die neuen Felder zum Zeitpunkt 
t = ( n  + 1). At durch (4.1) bestimmt. Die ,,Zwi- 
schenwerte" v'n+f) und +("++) werden jedoch 
anders berechnet, namlich durch die Glei- 
chungen: 

wobei die Mittelwerte 7, 3 durch (3.6) definiert 
sind. Im Gegensatz zu (4.2) wird die Zeitablei- 
tung in (4.3) durch eine Vorwartsdifferenz (3.4) 
ersetzt. 

Bei dem Verfahren 111 handelt 88 sich urn 
ein u. a. von einem der Autoren (Fischer, 1965a; 
1965 b) vorgeschlagenes und erprobtes Dif - 
ferenzenschema. Hierbei wird vorausgesetzt, 
dass v(") und 4'" + V bekannt seien. Zu beachten 
ist das unterschiedliche Zeitniveau von v und 
4, weshalb auch die neuen Felder v'"+l) und 
4(n + t) heissen. 

Da dieses Verfahren im Gegematz zu den 
andemn beiden einen wesentlich anderen Rech- 
nungsrtblauf besitzt, sei seine Darstellung in 
einer abweichenden Form gestattet. Zunachst 
ergibt sich v("+~)  aus: 

rk=o,1,2 ,,... (4.4) 
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In  den Argumenten der Ausdriicke  XI,^,, und 
Y I I I , ~  ist nach Voraussetzung bekannt. 
Festgelegt werden muss noch v zur Zeit 
t = (n + 4). At .  Das geschieht einmal durch 
Bildung eines zeitlichen Mittelwertes gemiiss 
(3.2) fur die in nicht differenzierter Form 
erscheinenden Geschwindigkeitskomponenten 
(z. B. im Coriolisglied). Dieses erfordert, da 
hierbei v("") auch auf der rechten Seite von 
(4.4) erscheint, die Auflosung eines einfachen 
algebraischen Gleichungssystems. 

Zum anderen werden die Geschwindigkeits- 
komponenten - die Differenzenform von V u  
und Vv in (2.1) - analog zu (4.3) approximiert 
durch: 

(4.5) 

Damit ist v("+') berechenbar und, sobald das 
geschehen ist, auch #"+@ mittels 

d("+t) = + ( " + & ) + A t  ~ZIn , l (~ (nt ' ) ,~ (n") ) .  (4.6) 

Das noch unbekannte 4'" ") im Argument von 
ZnI,, erscheint nur in dem nicht-linearen Term 
und wird bestimmt durch: 

(Das Gitternetz der Abb. 1 fand hierbei keine 
Anwendung). 

Naturlich ist es auch moglich, die bei den 
drei Verfahren benutzten Prinzipien zu mischen 
und damit weitere Verfahren zu gewinnen. 

Zusiitzlich zu (2.2) ist es erforderlich - um 
auch Werte an Gitterpunkten ausserhalb des 
Randes, die in den Differenzengleichungen 
auftreten, erfassen zu konnen - weitere Rand- 
bedingungen vorzuschreiben. Es schien ver- 
nunftig zu postulieren (siehe Definition (3.6)): 

V*=Vy,  p=$' fur y=O,B.  (4.9) 

Diese durch keine physikalischen Grunde ge- 
rechtfertigten Bedingungen erlauben ein be- 
quemes Schema fur die Berechnung der Veran- 
derlichen u und 4 liings der seitlichen Rander. 
Die Geschwindigkeitskomponente w wurde dort 
nicht berechnet, sondern identisch Null gesetzt; 
auch die aus der zweiten Gleichung von (2.1) 
folgende geostrophische Beziehung am Rande 
fand keine Anwendung. Als Anfangsbedingung 
wurde 4") vorgegeben und daraus die Ge- 
schwindigkeitskomponenten u ( O )  und do) aus 
der geostrophischen Gleichgewichtsbeziehung: 

bestimmt . 
An diesem Verfahren ist vorteilhaft, dass 89 
auf die jeweils letzten Informationen zuruck- 
greift, indem z. B. zur Berechnung von d ( n + p )  
die eben vorher bestimmten Felder v("") be- 
nutzt werden; dss wirkt sich gegenuber den 
anderen Verfahren in einer Ersparnis an 
Speicherpliitzen im Computer aus. Vernach- 
libsigt man die nichtlinearen Glieder, so werden 
die Felder v("' t, und +(" 'l) nicht benotigt und 
(4.4) sowie (4.6) stellt ein in sich geschlossenes 
System dar. 

Um das anflinglich benotigte #&) aus den 
vorgegebenen Anfangsfeldern zu erhalten, wurde 
folgendes System gewiihlt: 

5. Einige Integraleigenschaften der hydro- 
dynamischen Gleichungen 

Fur Vergleiche der mit den verschiedenen 
Verfahren gewonnenen numerischen Losungen 
untereinander und in gewissem Masse auch mit 
exakten Losungen der Differentialgleichungen, 
eignen sich besonders gut die Integraleigen- 
schaften der hydrodynamischen Gleichungen; 
diese geben in kurzer Form die wesentlichen 
Zuge uber das physikalische und numerische 
Verhalten der Losungen wieder. 

Als zonales Mittel einer Feldgrosse a (z, y) 
sol1 definiert werden: 

d = IOL adx, 
L (5.1) 

wiihrend das Mittel in Querrichtung des Kanals 
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(das meridionale Mittel) geschrieben werden 8011: 

13 = IOBady. 

Ferner gilt: 
a = a  +a', (5.3) 

wobei a' die Abweichung vom zonalen Mittel- 
wert ist. Mit: 

K ,  = #[6' + 8 1  +Cup+ Cv' (5.4) 

wird di? ,,zonde kinetische Energie" und mit: 

(d)' + (v')' 

2 KE = (5.5) 

die ,,kinetische Energie der Storungen" defi- 
niert. Die kinetische Energie selbst ist gegeben 
durch: 

Im Hinblick auf daa vorliegende divergente 
barotrope Modell ist noch folgende Energie- 
grosse wichtig: 

E * ist der totalen Energie bis auf eine Konstante 
proportional. Mit Hilfe der Randbedingungen 
gewinnt man aus dem System (2.1) folgende 
Integralbeziehungen fur K, und KE: 

Hierbei ist D = au/ax + av/ay die Horizontal- 
divergenz des Windes. -- 
repriieentiert die Energieumwandlung von 
mittlerer zonaler kinetischer Energie in mittlere 
kinetische Energie der Storungen (siehe N. A. 
Phillips, 1966) und kennzeichnet somit baro- 
trope Stabilitat oder Instabilitiit. 
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Aus (5 .8 )  und (5.6) folgt weiter: 
- - 

(5.10) 
aK EZ? C? - _  - K D + 4 D .  
at 

Y - 
4 0  ist verantwortlich fiir  die Energieum- 
wandlung von potentieller in kinetische Energie; 
diese Grosse spielt eine wichtige Rolle in der 
baroklinen Atmosphiire (siehe White u. Saltz- 
mann, 1966), ist im vorliegenden Modell jedoch 
von untergeordneter Bedeutung. 

Im Falle einer divergenzfreien Atmo_sphare 
wiire die mittlere kinetische Energie R eine 
konservative Grosse - es findet kein t]lber- 
gang von potentieller in kinetische Energie 
statt - und RE konnte sich nur auf Kosten von 
Rz andern. In unserem divergenten Modell ist 
jedoch E* die konservative Energiegrosse, denn 
es gilt wegen 

- 
,. 

I 

- .- - 0  
a i *  

at 
(5.11) 

- 
Diem konservative Eigenschaft von g* braucht 
nicht streng fiir die Losungen der numerischen 
Verfahren erhalten zu bleiben. Vom physika- 
lischen Standpunkt her kann die numerische 
Losung jedoch nur so lange als sinnvoll gelten, 
wie 8* als Funktion der Zeit sich unter mog- 
lichst kleinen Fluktuationen um einen Mittel- 
wert herum bewegt. Ein sich verstarkendes 
Anwachsen dieser Grosse mit der Zeit ist ein 
untrugliches Zeichen fur numerische Instabili- 
tat; die numerische Losung wird dann un- 
brauchbar. 

Urn die Energieubergiinge moglichst eingehend 
damtellen zu konnen, wurde die kinetische Ener- 
gie der Storungen mittela der harmonischen 
Analyse in ihre spektralen Anteile K E m  zerlegt 
(E. Eliessen, 1958), wobei na = 1, 2, 3 ..., M 
die relative Wellenzahl bedeutet. Es gilt: 

- 

Durch Betrachtung der Energietransporte zwi- 
schen den einzelnen Wellenkomponenten ge- 
winnt man einen weiteren Einblick in die 
Struktur der Losungen. 
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6. Anfangsfelder und Anfangstendenzen 

Wie bereits erwahnt, wird in den Rechnungen 
nnr das Geopotential 4") anfiinglich vorgegeben, 
welches die absolute Topographie der 500 mb- 
Flache in der Atmosphare repriisentieren soll. 
Die Windkomponenten werden daraus mittels 
der geostrophischen Beziehung (4.10) bestimmt. 
Unter den zahlreichen Funktionen Q(z, y), vor- 
zugeben durch einfache analytische Ausdriicke, 
die eine Ahnlichkeit rnit der wellenformigen 
Struktur der tropospharischen Stromfelder 
aufweisen, wurden hier folgende ausgewiihlt: 

+ o2 - - - - - sin $my)] (; : 4: 
M 

V m  
+ 2 -( l -cosay)s inmp (6.1) 

m = i  2 m p  

2 n  
B 

mit a = - - ,  o < x $ L ,  o < y < B .  

2 n  

0, und 8, sind konstante Grossen, die rnit der 
mittleren zonalen Geschwindigkeit mittels d = 

0, + Dz zusammenhangen; v, bedeutet die 
maximale ,,meridionale" Komponente der Ge- 
schwindigkeit fur die einzelnen Teilwellen. Der 
Ausdruck (6.1) erlaubt es, eine ganze Reihe 
von Stromfeldern aufzubauen, deren meri- 
dionale Geschwindigkeitsprofile die Bedingung 
fur barotrope Instabilitat gem& Kuo, 1949, 
erfullen. 

7. Vergleichende Betrachtung der 
Ergebnisse 

Aus der grossen Anzahl von Testuntersuchun- 
gen, die mit den im Abschnitt 4 beschriebenen 
Rechenverfahren ausgefuhrt wurden, soll im 
folgenden ein charakteristisches Beispiel ange- 
fuhrt werden. Hierzu wurden die nachstehend 
aufgefiihrten Werte fur die Parameter des 
Gleichungssystems (2 .1)  sowie des Anfangs- 
feldes (6.1) benutzt: 

B = 3000 km 
f = lO-'sec-l 
gh = lo4 m*sec-p 
- 

x- - 
0 1 A t E  

Abb. 2. Des Anfengsfeld fur Q (geodyn. Meter) 
gemiiss G1. (0.1). 

L = 6000 km 
M = 3  
o1 = 15 m sec-1 
O2 = -7,5 m sec-1 
vul = - v z  =us  = 5.2 m sec-l 
j? = 1,5.10-11 m-l sec-l 

Der Abstand der Gitterpunkte in x- und y- 
Richtung ist gleich; die Werte Ax = Ay = A8 = 

200 km, 300 km und 600 km wurden verwendet. 
Fur den Zeitschritt At galt bei allen Verfahren: 

At = A8/2 1/' gh. Diem . Beziehung ist willkiirlich, 
erfiillt jedoch die Courant-Friedrich-Levy Be- 
dingung fur numerische Stabilitat: At < As/] 2c, 
wobei c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
am schnellsten laufenden Welle im System ist 

(naherungsweise gilt cw1/8;1). Diese Bedingung 
ist eine notwendige Bedingung fur die Stabili- 
tat aller drei Rechenverfahren. 

Das aus den angegebenen Daten resultierende 
Anfangsfeld fur das Geopotential Q ist aus drei 
Wellen rnit den Wellenlangen L, L / 2 ,  L / 3  zu- 
sammengesetzt, deren Amplituden im Verhalt- 
nis 1 : 2 : 3 zueinander stehen. Das meridionale 
Profil des zonal gemittelten Windes beschreibt 
einen scharfen, um die Mitte des Kanals sym- 
metrischen jet-stream von maximal 30 m/sec 
Geschwindigkeit. Das hfangsfeld 4"' ist in der 
Abbildung 2 aufgetragen; ausgezogen sind die 
Linien 9") = const. 

Die weitere Entwicklung der einzelnen Felder 
interessiert an dieser Stelle jedoch nicht; der 
Vergleich der Losungen soll vielmehr mit Hilfe 
der in Abschnitt 5 beschriebenen Energie- 
integrale erfolgen. In  Abbildung 3 sind die 8 U S  

den drei Feldern u, v, 4 errechneten Energie- 
grossen E*,  R, R,R,, sowie die spektralen 
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I 
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Abb. 3. Der zeitliche Verlauf einiger Energieintegrale errechnet BUS den Losungen der Differenzenverfahren 
I, I1 und 111. Die Gitterkonstente betrug Az = Ay = 300 km (siehe Abb. 1). Die Punkte und Kreuze in I 
beziehen sich suf Ae = 200 km. 

- 
Energien RE,, RE*, RE, a18 Funktionen der 
Zeit aufgetragen (anfanglich ist RE =RE, + 
RE, +RE& und zwar fur alle 3 Verfahren: 
I ,  11, 111. Den Kurven liegen die Rechnungen 
mit der Gitterkonstanten A8 =300 km zu 
Grunde; die Ausgabe der Ergebnisse erfolgte 
alle 20 Zeitschritte (At = 1,5144. loa sec). 

Im Verfahren I sind durch Punkte und Kreuze 
die Ergebnisse markiert, die mit A8 =200 km, 
(At = 1,0096. loa sec) erhalten wurden. Dieses 
engmaschigere Gitternetz wurde deshalb zu- 
siitzlich gewiihlt, um die Genauigkeit der Er- 
gebnisse abschatzen zu konnen. Die Losung der 
Differentialgleichungen (2.1) wird niimlich, wie 
die Theorie zeigt, durch die Differenzenver- 
fahren umso besser angeniihert, je kleiner At 
und A8 bei festgehaltenem A t / h  wird; das gilt, 
so lange rechnerische Stabilitiit herrscht. (Anm.: 
die Theorie gilt streng genommen nur fur die 
linearisierte Version der hydrodynamischen 
Gleichungen und fiir ein entsprechendes stabiles 
Verfahren.) 

Eine interessante Frage ist: wie lange bleiben 
die einzelnen Verfahren stabil? Eine rechne- 
rische Inetabilitat macht sich u. a. in einem 
sich raech verstarkenden Ansteigen der mitt- 
leren totalen Energie #*, die im Differential- 
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- -  system eine konservative Grosse darstellt, be- 
merkbar; dieses Ansteigen entbehrt also jeder 
physikalischen Grundlage und ist ein miner 
Effekt des jeweiligen Differenzenschemas. Es ist 
klar, dass mit Beginn eines instabilen Verhal- 
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tens die Losungen unbrauchbar werden; sie 
wachsen schnell zu solchen Grossen an, dass 
sie von einer Rechenmaschine nicht mehr 
verarbeitet werden konnen. 

Betrachtet man zuniichst die vorliegenden 
Ergebnisse in dieser Hinsicht, so erkennt man 
fur A8 = 300 Gm den Beginn einer rechnerischen 
Instabilitiit beim Verfahren I nach ca. einer 
Woche (400 At) und beim Verfahren I11 nach 
ca. zwei Wochen; dahingegen zeigte Verfahren 
I1 keinerlei Zeichen einer Instabilitiit wiihrend 
der durchlaufenen Integrationszeit (2,5 Wo- 
chen). Ausser bei der totalen Energie ist die 
Instabilitat auch bei der mittleren kinetischen 
Energie I? zu erkennen, und zwar ausachliess- 
lich als Folge eines Ansteigens der Storungs- 
energie RE. (Die Rechnung brach ab fur I beim 
Zeitschritt n = 690, bei I11 bei n = 1150.) 

Bis zum angegebenen Beginn der numerischen 
Instabilitat unterscheiden sich die Ergebnisse 
der 3 Verfahren kaum, d. h. sie sind einander 
bis zum Zeitraum einer Woche gleichwertig; 
fast identische Resultate zeigen die Verfahren 
I1 und I11 bis zum Zeitraum von 2 Wochen. 
Die Untersuchung der jeweiligen Stromfelder 
bestiitigte diese Ausaage: die Karten +(n) = 

const zeigten nur geringfugige Unterschiede 
gegefleinander. 

Die mit I durchgefuhrte Rechnung rnit As = 

200 km, deren Ergebnisse in Abbildung 3 durch 
Punkte und Kreuze eingezeichnet sind, zeigte 
ein relativ stabiles Verhalten bis zum Ab- 
schluss der Rechnung bei 1,5 Wochen. Die 
Ergebnisse unterscheiden sich innerhalb der 
ersten Woche nur wenig von denjenigen rnit 
A8 =300 km, so dass man hieraus den Schluss 
ziehen kann, dass in diesem Zeitraum die 
Losungen der Differentialgleichungen durch 
alle Verfahren rnit dem Gitternetz A8 = 300 km 
gut angenahert werden. Im Bereich der In- 
stabilitat von I ( > 1  Woche) gibt das eng- 
maschigere Gitternetz Resultate, die rnit denen 
der Verfahren I1 und I11 noch gut uberein- 
stimmen, wenn auch Amplitude und Phase im 
Verlauf von RE, z. B. erkennbare Unterschiede 
aufweisen. Dem anfiinglichen Abfall von R, 
und dem gleichzeitigen Anstieg von RE kommt 
also physikalische Realitat zu. Die Trends 
stehen in enger Verbindung rnit der schon er- 
wiihnten barotropen Instabilitat. An dem An- 
wachsen von RE ist hauptdchlich die Wellen- 
zahl 1 beteiligt, wahrend der Beitrag von 

- 

RE, verschwindend gering bleibt. Siimtliche neu 
entstandenen Oberwellen m > 3 gewinnen keine 
Bedeutung, solange die Rechnungen stabil 
bleiben; ihre Energie erreicht insgesamt kaum 
die Grosse von RE*. Im weiteren Verlauf der 
Rechnung findet im wesentlichen ein perio- 
discher Energieaustausch zwischen der Wellen- 
zahl 1 und 2 statt. Energieubergiinge von 
potentieller in kinetische Energie besassen in 
unserem Model1 praktisch keine Bedeutung, 
wm an dem nahezu parallelen Verlauf von I? 
und l?* zu erkennen ist. 

Insbesondere um die Stabilitiit des Ver- 
fahrens I1 weiter zu testen, wurden aus Zeit- 
ersparnis die Rechnungen mit der Gitterkon- 
stanten A8 = 600 km (At = 3,0288.1O'sec) wieder- 
holt. Wenn auch dadurch die Ergebnisse abso- 
lut gesehen weniger genao werden - sie 
zeigten auch dementsprechend grossere Ab- 
weichungen gegenuber den rnit A8 = 300 km 
gewonnenen -, so sind sie doch fur Vergleichs- 
zwecke gut zu gebrauchen. Gegenuber vorher 
anderten sich die Stabilitiitseigenschaften der 
einzelnen Verfahren kaum: Verfahren I zeigt 
nach einer Woche, Verfahren I11 zwischen zwei 
und drei Wochen Anzeichen von rechnerischer 
Instabilitiit; die Rechnung war stabil fur I bis 
R = 370, fiir I11 bis n = 890 (200 At = 1 Woche). 
Das Verfahren I1 hingegen war noch bei n = 

3680 (18,4 Wochen) stabil. Urn so erstaunlicher 
war daher die Tatsache, dass rnit der Gitter- 
konstanten A8 =200 km das Verfahren 111 
eher instabil wurde (bei t = 1,4 Wochen) als 
rnit A8 = 300 km und A8 = 600 km. Fiir dieses 
Gitternetz zeigte hingegen Verfahren I ein 
etwas stabileres Verhalten wie aus Abbildung 3 
zu ersehen ist. Die entsprechenden Rechnungen 
mit Verfahren I1 zeigten bis t =2,7 Wochen 
keinerlei Anzeichen von rechnerischer Instabili- 
tat. Bis zum Beginn der Instabilitiiten ergaben 
auch in diesem Beispiel alle Verfahren prak- 
tisch gleiche Resultate - in Bezug auf I1 und 
I11 sogar praktisch identische Resultate -. 
Die Losung fur das Verfahren I1 rnit As = 200 
km ist in der Abbildung 3 aufgetragen. 

Zweifellos ist nach dieser Betrachtung das 
Verfahren I1 als das giinstigste zu bezeichnen; 
es ist besonders stabil und zeitigt dieselben 
Ergebnisse wie die anderen Verfahren, solange 
sie rechnerisch stabil sind. Wenn auch das 
Verfahren I1 Integrationen uber liingere Perio- 
den zullisst, so macht sich doch rnit der Zeit 
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eine Diimpfung der relativ kurzen Wellen 
bemerkbar, die ein Absinken von J? und E* 
bewirkt. Diese Eigenschaft des Verfahrens 11, 
eine Diaeipatlon der in den kunen Wellen ent- 
haltenen Energie hervorzurufen, die sonst nur 
durch Reibungsglieder erzwungen wird, ist die 
eigentliche Uraache der grossen rechnerischen 
Stabilitiit (Fischer, 1965a). 

Das Verfahren I1 wurde kiirzlich von Hough- 
ton, Kaahara u. Washington (1966) eingehend 
anhand eines iihnlichen barotropen Modells 
studiert, wobei versucht wurde, durch unter- 
schiedliche Formulierung des Coriolisgliedes und 
der Randbedingungen im numerischen System, 
sowie durch Hinzufugen stabilitiitsfordernder 
Reibungsterme das Verfahren zum Zwecke 
einer Langzeitintegration optimal zu gestalten. 
Diese Variationen ein und desselben Verfahrens 
fuhrten nach ca. 50 Tagen zu merkbaren Unter- 
schieden in den Resultsten. Derselbe Effekt 
wurde erzeugt durch eine geringfiigige hderung 
des Anfangszustandes. Das von den obigen 
Autoren benutzte Model1 ist praktisch mit dem 
unseren identisch, jedoch wurden die Variablen 
u, v ,  4 zu jeder Zeit an denselben Gitterpunkten 
vorgeschrieben; dadurch sind die Differenzen- 
anniiherungen in x und y anders ale in unserem 
versetzten Gitternetz. Verschieden Bind auch die 
Anfangsfelder sowie dieMethode der Annaherung 
von u und v durch das vorgeschriebene Druckfeld 
zur Zeit t = 0. Wenn auch dadurch ein Vergleich 
der hier gefundenen E r g e b h  mit denen von 
Houghton, Kasahara und Washington in Bezug 
auf das Verfahren I1 schwierig ist, so haben die 
Autoren doch den Eindruck gewonnen, dass 
das in dieser Untersuchung verwendete ver- 
setzte Gitternetz sowie die dadurch sich an- 
bietende Formulierung der Differenzenquotien- 
ten bei demselben Aufwand an Gitterpunkten 
in sich logischer, einfacher und in den Ergeb- 
nissen genauer ist. 

Aus den angefiihrten Beispielen ist zu erken- 
nen, dass die ohne Schwierigkeiten zu hand- 
habende Anwendung der geostrophischen Be- 
ziehung (4.10) zur Errechnung von do) und 
do) aus dem Druckfeld in siimtlichen Verfahren 
keine Liirmwellen von Bedeutung in den be- 
trachteten Feldern aufkommen liisst, die sich 
storend bemerkbar machen konnten. 

Zwar wird bei einer griindlichen ,,Balancie- 
rung" des Anfangszustandes der Beginn der 
rechnerischen Instabilitiit bei Verfahren I 
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und III hinausgezogert werden, jedoch scheint 
von gleicher Bedeutung eine exaktere Ein- 
fiihrung der Randbedingungen zu sein (siehe 
Shuman u. Vanderman, 1966). Zudem diirfte 
eine numerische Wettervorhersage mit den baro- 
tropen Modellen nur fiir wenige Tage prakti- 
kabel sein wegen des d m  wachsenden Ein- 
flusses barokliner Effekte. Eine derartige kun-  
fristige Vorhersage kt rnit jedem der hier unter- 
suchten Verfahren bei geostrophischer Anfangs- 
a d h e r u n g  moglich. So konnte der einzige 
Nachteil der geostrophischen Anfangaanna- 
herung darin bestehen, dass sie zu ungenau ist 
und damit zu einer fehlerhaften Vorhersage 
fiihrt. Aber auch hier konnte man einwenden, 
dass in der Praxis die anfangs einzugebende 
Wettersituation nicht genau bekannt ist und 
dess dadurch schon Fehler entstehen. 

Die Anwendbarkeit der beschriebenen Re- 
chenverfahren ist prinzipiell natiirlich nicht auf 
barotrope Modelle beachrankt; von baroklinen 
Modellen lassen sich auch sinnvolle, realistisohe 
Entwicklungen simulierende Integrationen uber 
liingere Zeit hinweg erwarten. Hierzu sind 
moglichst stabile Rechenverfahren unerlhlich. 
Allgemein besteht die Moglichkeit, die Rechen- 
stabilitiit durch Ausgleichung oder durch 
Reibungsterme zu erhohen. In  der baroklinen 
Atmosphare muss notwendigerweise Reibung 
vorhanden sein, um im Mittel einen Ausgleich 
gegen die Produktion kinetischer Energie aus 
potentieller Energie zu erwirken. Somit kann 
das in unseren Untersuchungen behandelte 
relativ instabile System I bei Anwendung auf 
die barokline Atmosphare hinreichend stabili- 
siert werden - bei hinreichend grossen Rei- 
bungsansatzen -, um damit eine Integration 
iiber beliebig lange Zeit zu ermoglichen. Das 
beste Beispiel hierfiir bietet die kiinlich von 
Smagorinsky und Mitarbeitern (1966) durchge- 
fiihrte numerisehe Simulierung der allgemeinen 
Zirkulation der Atmosphiire. Da die Reibung 
in der Atmosphiire nur grossenordnungsmiig 
bekannt ist, besteht genugend Spielraum, sie 
so in das Rechenverfahren einzufugen, dass es 
stabil bleibt. Es wiire jedoch befriedigender, ein 
so grundeiitzlich stabiles Verfahren wie I1 zu 
verwenden. 

Die Cute eines Verfahrens sollte jedoch nicht 
nur vom Gesichtapunkt einer moglichst lsngen 
rechnerischen Stabilitiit her betrachtet werden 
- die liisst sich, wie eben ausgefiihrt wurde, 
z. T. manipulieren -, sondern auch von Zweck- 
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miiasigkeitsgrunden, was die Rechengeschwin- 
digkeit und den Verbrauch an Speicherpliitzen 
im Computer anbelangt. Im folgenden Abschnitt 
wird versucht, die Rechenverfahren I, 11, I11 
in dieser Richtung zu untersuchen. 

8. Vergleich der Rechenverfahren 

Zur Programmierung der drei Verfahren ist 
folgendes zii bemerken: Bei der Erstellung der 
Programme ergeben sich fur einen geubten 
Programmierer keine aueaerordentlichen Schwie- 
rigkeiten. Komplizierter kann dieses Vorhaben 
eigentlich nur dann werden, wenn die Kapazi- 
tat, die Rechengeschwindigkeit oder die allge- 
meine technische Konzeption einer Rechen- 
anlage zu programmtechnischen Kunstgriffen 
notigen, die eine vertretbare Rechenzeit uber- 
haupt erst moglich machen. Hiiufig muss man 
dann allerdings das ,,schnellere" Programm mit 
einem Mehr an besetzten Arbeitsspeichern be- 
zahlen, wie z. B. beim Telefunken-Rechner TR4 
bei Verwendnng der ,,linearen Adressen-Fort- 
schaltung". 

Die Programme fur die drei skizzierten Ver- 
fahren wurden siimtlich in ALGOL 60 ge- 
schrieben. 

Fur die Verfahren I und I1 werden zur Be- 
rechnung der Groasen v("+') und +("+') 6 
,,Felder" benotigt, niimlich u'"), d"), +@), 

u("+&), drift) und +(++). Ein ,,Feld" besteht 
hierbei aus j . ( k  + 1)/2 Punkten, wobei j =2L/A8 
und k = 2 B l A s  sind. Punkte am Ende des 
Kanals sind wegen u(L, y) = u  (0, y) (desgleichen 
fur v und +) nicht mitgeziihlt, ebensowenig die 
Punkte, die ausserhalb des Kanals fur die 
Rechnung benotigt werden. 

Das Verfahren I11 dagegen benotigt nur 5 
Felder. Denn nach erfolgter Berechnung von 

u(n + 1) und ,p") u ( n ) ,  Zl(n), u(n+t), Zt(n-' h )  llnd 

+'n + *) kann 4'" +'), das anschliessend berechnet 
wird, auf eines der Felder utn oder d " + t )  
geschrieben werden, da diese zur Weiterrech- 
nung nicht mehr benotigt werden. 

Was die Rechengeschwindigkeit und den 
Speicherplatzbedarf der einzelnen Programme 
betrifft, kann man folgendes aussagen: Ver- 
fahren I und I1 benotigen zur Berechnung eines 
vollen Zeitschritts nahezu die gleiche Zeit. Denn 
die Gleichungen zur Berechnung der Grossen 
u, v und I$ zum Zeitpunkt t = (n + 1). At sind in 
beiden Verfahren identisch, wiihrend die Glei- 
chungen zur Berechnung der Grossen u( ' $), 

d" ' *) und + ( n + f )  zwar verschieden sind, sonst 
aber eine gleiche Anzahl von Mittelbildungen 
und sonstigen Rechenoperationen aufweisen. 
Die Gleichungen zur Berechnung der Grossen 
zum Zeitpunkt t = 4. At sind wieder identisch. 

Die Berechnung der Grossen uct), d * )  und 
+(&) erfordert bei Verfahren I11 den gleichen 
Rechenaufwand wie bei den anderen beiden 
Verfahren. Auch die Gleichungen zur Berech- 
nung von u("+*) und v("+i) erfordern keinen 
grosseren Rechenaufwand als bei I und 11, 
wiihrend die zur Berechnung von u ( ~ + ' )  und 
V(n AT) weniger als bei I und I1 erfordern. Doch 
wird dieser ,,Gewinn" durch das anschliessende 
Losen zweier algebraischer Gleichungen wieder 
aufgehoben. Demgegenuber ist die Berechnung 
von +("+') und +("+*) mit weniger Rechenopera- 
tionen verbunden als bei I und 11. 

Insgesamt kann man sagen, dass das Ver- 
fahren I11 sowohl in Bezug auf die Rechen- 
geschwindigkeit als auch in Bezug auf den 
Speicherplatzbedarf am gunstigsten ist . 

Der Speicherplatzbedarf der einzelnen reinen 
Programme (als Prozedur gesehen) ist nahezu 
gleich gross. 
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