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ODREBIVANJE JEDNACINA VODA | UGIBA NA OSNOVU
ZADANOG PARAMETRA LANCANICE

DETERMINATION OF THE EQUATIONS FOR CONDUCTOR
AND SAG BASED ON A GIVEN CATENARY PARAMETER

Alen Hatibovié!

Sazetak: Proracun prema modelu lan¢anice nije uslovljen duzinom raspona, tj. jednako se moze koristiti za kratke i duge raspone, ali je
u poredenju sa proracunom prema modelu parabole, koji se koristi samo za krace raspone, znatno komplikovaniji. Ovaj rad prikazuje
odredivanje jednacina voda i ugiba na osnovu zadanog parametra lancanice koji se odnosi na izabrani tip provodnika, duZinu raspona,
naprezanje i temperaturu provodnika. Predstavljene jednacine osiguravaju tacno izraunavanie visine voda i ugiba u bilo kojoj tacki raspo-
na izbjegavajuci greSke prouzrokovane aproksimacijom lancanice parabolom. Pored odredivanja novih jednacina, u ovom radu su takode
prikazane i neke specifitne razlike izmedu lan€anice i parabole.

Kljuéne rijeéi: lanCanica, parabola, nadzemni vodovi, najveci ugib, tieme lancanice, ravni raspon, kosi raspon

Abstract: The catenary based calculation is not conditioned by the span length, i.e. it can be used for short and long spans as well, but
in comparison to the parabola based calculation, which is used for shorter spans only, it is significantly more complicated. This paper
shows the determination of the equations for the conductor and the sag based on a given catenary parameter, which refers to the chosen
conductor type, span length, tension and temperature of the conductor. The presented equations ensure the exact computation of the
conductor height and the sag at any point of the span, avoiding errors caused by the approximation of the catenary by a parabola. Beside
the determination of the new equations, some specific differences between the catenary and the parabola have also been shown in this
paper.

Keywords: catenary, parabola, overhead lines, maximum sag, vertex of the catenary, levelled span, inclined span
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Proracun prema modelu lananice se uglavnom koristi
prilikom projektovanja nadzemnih vodova visokog napon-
skog nivoa (Slika 1), dok se za vodove niskog i srednjeg
naponskog nivoa pretezno upotrebliava model parabole
zato Sto se ti vodovi grade sa kratkim rasponima.

Slika 1: Nadzemni vod naponskog nivoa 400 kV

' Electrical Engineering, Madarska
hatibovic.alen@gmail.com
Rad dostavljen: 20.03.2014.; Rad prihvacen: 29.04.2014.

RjeSavanje tzv. jednacine stanja provodnika i odredivanje
parametra lancanice je detalino obradeno u postojecoj
strucnoj literaturi u okviru mehani¢kog proracuna voda.
Medutim za prikazivanje krive voda, ista uglavnom koristi
koordinatni sistem sa koordinatnim pocetkom postavlje-
nim u tiemenu lan¢anice. Sa matematicke tacke gladista
ovakav pristup se ne moze smatrati optimalnim. Stoga se
za prikazivanje krive voda u ovom radu koristi koordinat-
ni sistem sa koordinatnim pocetkom postavljenim u pod-
nozje stuba na lijevoj strani raspona. U tom slucaju y—
koordinata proizvoljne taCke krive voda predstavlja njenu
visinu u odnosu na x—osu, a x—koordinata vodoravno
rastojanje od stuba na lijevoj strani raspona, te je uz
poznavanje konfiguracije terena lako odrediti stvarnu visi-
nu voda u bilo kojoj taCki raspona.

Korisno je napomenuti da primjenu parabole osim duzine
raspona takode ograniGava i ugao nagiba raspona. U
slucaju lanCanice takvih ograniCenja nema, te je u tom
pogledu njena upotreba za projektovanje nadzemnih
vodova u poredenju sa parabolom pogodnija.
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1. LANCANICA KAO KRIVA VODA

Osnovna jednacina lanCanice je data izrazom (1), a njena
kriva je predstavijena na Slici 2 iznad krive y.,.

J:I(.\‘)=c-ch§, J‘E(—cc,+oo) ()

Parametar lananice je oznacen sa ¢ a njegova veli¢ina u
praksi se krec¢e izmedu 500 i 2000 metara [1].

yy=c-ch(x/c)

yo=c-chl(x/c)-c

(050) x
Slika 2: Lan&anica

Ocigledno je da tjieme lanCanice y,(x) nije u koordinat-
nom pocetku kao u slu¢aju parabole y(x)=x? nego u
tacki (0;c). Ako se kriva y,(x) tako pomjeri da njeno tieme
prede u tacku (0;0) onda je jednacina te pomjerene krive
data izrazom (2) [2]:

yy(x)=c-ch ; —¢, xe(-omo+x) )

Da bi kriva voda bila predstavljena u koordinatnom siste-
mu cCija je tacka (0;0) u podnozju lijevog stuba raspona
(@), treba krivu pomijeriti vodoravno i vertikalno. Na Slici 3
je prikazana tako pomjerena kriva voda u slu¢aju kosog
raspona. Razlog upotrebe kosog raspona [3], [4] je posti-
zanje univerzalnosti jednacine koju treba odrediti. Naime,
iz jednacine voda u kosom rasponu lako se dobije ista u
ravnom rasponu uvrStavanjem h,=h,=h.

hs

Visina

Rastojanje

Slika 3: Lan¢anica u kosom rasponu

A(Q; h)) i Bla; h,) su tacke vieSanja voda, MIN(x,;\; Yy
je tieme lancanice a C(x,; y,) je taCka voda u kojoj je ugib
maximalan (b). Linija koja spaja tacke vjeSanja voda nazi-
va se spojnica a oznacena je sa y(x). Ugao nagiba ras-
pona je obiliezen sa . Jednacina krive voda prikazane
na Slici 3 je sliedeca:

X—X
_V(x} =c- C'h MIN

—C+ Yiuns X e [0, (J'] (3)
Ova jednacina moze biti izrazena i pomocu funkcije kva-

drata hiperbolnog sinusa (4).
X — X, m
y(x)=2c-sh® T“W + Yy X€[0,d] (4)

Inace ch(x) i sh?(x) su obje parne funkcije za razliku od
sh(x) koja je neparna. Opéti izrazi za ch(x) i sh?(x) su:

ch(x)= %(e" +e’ ) (5)

sh*(x)= I:% (e"' -e " )] (6)

Stoga jednacine (3) i (4) imaju svoje ekvivalentne verzije u
eksponencijalnom obliku koje su date sa (7) i (8). Podra-
zumijeva se da je definiciono podrudje interval [0,a], te se
u narednim jednacCinama ono ne navodi.

X=Xyme X=X v

c
y(x)= E[e e S ] —C+ YV (7)

X=Xy

c > "._':.tﬂ:\'
.V(-“) = E[e “ —e ] + Vann (8)

Gore navedene Cetiri verzije jednacine lancCanice su uni-
verzalne, 1j. jednako se mogu koristiti u kosom i ravhom
rasponu ali za njihovu konkretnu primjenu neophodno je
prethodno odrediti koordinate tiemena lancanice koje je
oznaCeno sa MIN. Na Slici 3 to je najniza tacka voda.

1.1. Odredivanje tiemena lanéanice

Koordinate X, | Yy MOgu biti odredene na osnovu
poznatog raspona, parametra lanCanice i visina dvaju
taCaka vjeSanja voda. To znaci da su potrebna 4 ulazna
podatka za proracun: a, ¢, h,, h,. Na osnovu taCaka 4 |
B treba postaviti dvije jednacine (9) i (10) sa dvije nepo-
znate, te zatim od druge jednacine oduzeti prvu. Nakon
toga se uz upotrebu identiteta (12) i (13) [5] za hiperbolne
funkcije moze odrediti izraz za x,,, [1], [6].

A MIN

h =c-ch —c+ Vo 9)
c

a— Xy

h, =c-ch -+ Vi

h=h =c| ek a= Xygw —ch ~ Xaw
' c c



ch(—x) = ch(x)

x—y
2

-sh(al2c)

ch(x)—ch(y)=2sh % -sh

h, —h, — 2. sh 82X

a h, —h,
Xy =7 —Crarsh————
2 2¢-sh(al2c)

UvrStavanje (15) u (9) daje y—koordinatu tactke MIN :

Yy =hy —c [ck S ";-_‘”-" - 1] =h —c- [ch _x!,..\.- - 1] (16)

2 Xy
Yoy = b, —2c-sh® 2 ’:I

Vay =M —2¢-sh’ i—larsh&
M| 4c 2 Zﬂﬁh(afzc)

(17)
(18)

Zamjenom (17) u (4) jednadina voda dobija oblik (19), a

uvrStavanje izraza za x,,,, U (19) uz upotrebu identiteta

(20) daje krajnju jednacinu lanCanice kao krive voda u

intervalu [0,a].

Y(x) = 2c-sh> 2 Taw h, —2c-sh’ Zan
2c 2c

sh?(—x) = sh*(x)

y(x)=2c-{sh’ i—i—larsh& S
d4¢ 2¢ 2 2c-shla/2c)

—sh® i—larsh el
4c¢ 2

h————— [t +h
2(:‘sh(m’2c)}+ '

Prethodna jednadina sluzi za izraCunavanije visine voda u
odnosu na x—osu u proizvolinoj tacki raspona. Njena
druga vazna namijena je za crtanje krive voda. Posto
konfiguracija terena najceS¢e odstupa u odnosu na x—
0su to odstupanije treba uzeti u obzir prilikom izraCunava-
nja stvarne visine voda.

Tjeme lancanice je u vecini raspona identicno sa najni-
zom tackom voda. Medutim u praksi postoje i specijalni
sluCajevi kosih raspona kod kojih se tieme lancanice
nalazi izvan raspona. Tada je najniza tacka voda identic-
na sa nizom tackom vjeSanja voda [7], ali koordinate tje-
mena lan¢anice su Cak i tada odredene izrazima (15) i
(18). To znaci da je (21) upotrebljiva i u specijalnim sluca-
jevima kosog raspona. Ova ¢injenica potvrduje univerzal-
nost prethodno izvedene jednacine voda prema modelu
lan¢anice u kosom rasponu.

2. JEDNACINA UGIBA I SPECIJALNE FORMULE ZA
KARAKTERISTICNE UGIBE

2.1. Odredivanje jednaéine ugiba

Ugib provodnika je vertikalna udaljenost izmedu spojnice
i provodnika. Vrijednost ugiba varira unutar raspona, 1.
raste od nule do maksimuma a zatim opada do nule,
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posmatrano od stuba na lijevoj strani raspona ka onome
na desnoj strani raspona. Variranje ugiba u rasponu opi-
suje jednadina ugiba b(x), a ta jednacina se moze odredi-
ti pomodu jednacine voda (19) tako da se ona prema (23)
oduzme od jednacine spojnice (22). Definiciono podrucje
za y(x) i b(x) je isto kao za krivu voda, 1j. x€[0,a].

h, —h,

y.(x)= x+h, (22)
b(x) =y, (x)— y(x) 23)

b(x)= ] x—2c ‘[skz il Y Al J
26‘ 2C‘ (24)

b(x) = Al
o
S a x 1 h,—h

—2cdsh?| — - ——grsh—2_1 |-

¢ {s |:4c 2 27" 20-511(.912.:-)] (25)

—sh’ i—iarsh S LA
4c 2 2c-shla/2c)

Na osnovu jednacine ugiba prikazana je kriva ugiba na
Slici 4. Za razliku od krive voda koja ima minimum, kriva
ugiba ima maksimum.

(x¢3b)

Ugib

0 Xc a
Rastojanje

Slika 4: Kriva ugiba

Pomodu (25) se izraCunava ugib u bilo kojoj tacki raspo-
na. Ista jednacina se moze iskoristiti i za odredivanje
lokacije najvec¢eg ugiba lan¢anice, te specijalnih formula
za izraCunavanje karakteristi¢nih ugiba u rasponu:

Najveci ugib b(x,),
— Ugib u sredini raspona b(a/2),
Ugib u najnizoj tacki voda b(xMIN).

2.2. Lokacija najveéeg ugiba lancanice u rasponu

Za odredivanje lokacije najveceg ugiba lancanice potreb-
no je naci prvi izvod jednacine ugiba i izjednaciti ga sa
nulom, a rieSenje jednacine b’(x)=0 daje tacku x, u kojoj
lan¢anica ima maksimalan ugib. Slijedi izvodenje izraza
za x,

b'(x) = h, —h, B e V1 (26)
a c

b'(x)=0 = e (27)

h, —h, _shXe T X _ (28)

a c



h, —
Xo =Xy +C -arsh'T

h, —h, h, —h,
£ —arsh——————
a 2¢-sh(a/2c)

- a n g
2o :5+c{amh (30)
Na osnovu (30) ocigledno je da najveci ugib lan¢anice u
kosom rasponu nije lociran u sredini raspona kao u slu-
Caju parabole [7], nego je pomaknut od sredine raspona.
Smijer pomaka se moze odrediti izradom numerickih pri-
mijera kosog raspona. Medutim ovaj rad prikazuje druga-
Ciji pristup ovome problemu i rieSava ga iskljucivo primje-
nom simboli¢nog racuna. Slijedi matematicka interpreta-
cija navedenog.

Ako se drugi sabirak u (30) oznaci sa ¢ onda ta jednacina
dobija pojednostavljen oblik:

)
Xe=—+q

; 81)

Sada treba pretpostaviti smjer pomaka, odnosno pred-
znak od g a zatim matematicki ispitati korektnost odabra-
ne pretpostavke. Ako se pretpostavi da je najveci ugib
lan¢anice pomaknut od sredine raspona nadesno, kada
je taCka vjeSanja na desnom stubu raspona visa u odno-
Su na onu na lijevom stubu raspona, onda vrijedi relacija:

(32)

Pocetni uslovi su sliedeci: a > 0, ¢ > 0, h; > 0, h, > 0.
Ispitivanje tacnosti relacije (32) otpodinje sa (33) i (34):

Akojehy<h, = ¢>0

c-|arsh Al —arsh il >0 (33)
a 2¢-shla/ 28)
2 T 2 T h
arsh—= >arsh—————1 (34)
a 2c - .S'h(a/ 20)

arsh(x) je inverzna funkcija hiperbolnog sinusa i prikaza-
na je na Slici 5. To je monotona, strogo rastuca funkcija,
te vrijedi sliedeca relacija:

Akoje x,>x, = arsh(x,)> arsh(x,) (35)

Slika 5: Kriva funkcije arsh(x)

Upotreba (35) u (34) daje (36), te proizilaze (37) i (38):
h, —h, h, —h,

a g 2c-.s'h(a;’2c) (36)

1
a g 2¢-shla/2c) S7)
al2c<shlal2c) (38)

Uzimajudi u obzir da je a/2¢ > 0i (39) slijedi konstatacija
da je (38) korektna relacija.

Akoje x>0 = x<sh(x) (39

Na ovaj nacin je potvrdena i korektnost pocetne pretpo-
stavke date sa (32).

Za slu¢aj h,>h, odnosno h,=h, vrijede sliedece relacije:

Akoje h,>h, = ¢g<0 (40)

Akoje h,=h, = ¢g=0 41)

Sazimajuci gornje rezultate, simboli¢nim racunom je
dokazano da je najveci ugib lanCanice u kosom rasponu
pomaknut od sredine raspona prema visoj tacki vieSanja
voda. U sluCaju parabole nema pomaka najveceg ugiba
a ta karakteristika parabole znacajno pojednostavijuje
proracun u odnosu na isti prema modelu lancanice.

2.3. Formule za karakteristi¢ne ugibe lanéanice

S obzirom da je lokacija najveceg ugiba lanCanice odre-
dena u prethodnom poglavlju sada se na osnovu nje
moZze odrediti i formula za izraCunavanje najveceg ugiba
(b) koja proizilazi iz (42), odnosno 43):

b=y (x.)=y(x.)=b(x.)

(42)
b= % xo =2¢ -[shf RO s } 43)
b=20-{h2 _h‘[i—arvh—hz—h' +
2a |2c 2¢-sh(a/2c)
+arsh h, ; h ] —sh’ (%arsh %J + (44)

+sht| & _ lamh _h-h
dc 2 2¢-sh(a/2c)

Uz upotrebu (25) na sli¢an nacin se odreduju i formule za
ostale karakteristicne ugibe lanCanice, b(a/2) i b(x,;y).
Uvrstavanje x=a/2 u (25), te sredivanje dobijenog izraza
daje formulu (45) za izraCunavanje ugiba u sredini raspo-
na. Treba napomenuti da je razlika izmedu b(x ) i b(a/2)
vrlo mala, te da se povecava sa rastom ugla nagiba v, a
u ravnom rasponu je jednaka nuli.

Formula za ugib lan&anice u sredini raspona:

bary="27M e L Lapen P |
2 2 2¢- .\'h(a / 20)

(45)
2la 1 h, —h,
—sh™| ———arsh——————
4c 2 2c-shla/2c)
Formula za ugib lan¢anice u najnizoj tacki voda:
b(x ) =2c- Gl i—arsh& +
M 2a |2¢ 2¢-sh(a/2c)
(46)
+sh* i—larsh& V 0<x,, <a
4e 2 2c-sh(af2c) M



Posto je ugib provodnika definisan samo unutar raspona,
prethodna formula se odnosi na sve one raspone kod
kojih je najniza taCka voda identi¢na sa tiemenom lanca-

nice, te je x,,\€l0,al. U protivnom, tieme lancCanice je
izvan raspona pa je ugib u toj tacki onda nedefinisan [7].

3. JEDNACINE U RAVNOM RASPONU

U ravnom rasponu su tacke vieSanja voda na istoj visini
(h,=h,=h). To je ustvari pojednostavljenje kosog raspona.
U tom slucaju su na osnovu (3), (4), (7) i (8) Cetiri verzije
jednacine voda date sa 47)—(50) [8] jer je najniza tacka
voda (51) locirana u sredini raspona. Definiciono podruc-
je je interval [0,al].

y(x)=c-[ch"‘“”2—chi)+h 47)
2¢
s x—al2 > a
y(x)=2c-| sh* ———=—sh” — |+h (48)
2c 4¢
y(x)=%{e- © ye © —eE"-e_?v].,.h (49)
x—-al2 x—al2 2 a - 2
=g [F e F] [ o e
MJN(E;h-zc-shliJ 51)
2 4c

Jednacina ugiba u ravhom rasponu je data izrazima (52)—
(65), a formula za izraCunavanje najveceg ugiba je (56).

b{x)zc-[chi—c’hx_aiz) (52)
2c c
b{x)=2c-(sh2 i-sh?ix_“”zj (53)
4c 2c
c ':r. B ,,“, .r—ﬂ.'-"2 B .\’—ul /2
b{x}zi-[e-‘+e e CEE N C I J (54)
e |( & a) ((xar  xan)i
b(x)= B [e"‘ —e % J - [ I —eg ¥ ] (55)
b=b(x.)=b(al2)=b(x,, ) =2c-sh’ i (56)

4. ZAKLJUCAK

U radu je prikazano viSe verzija jednacina voda i ugiba
prema modelu lan¢anice koje se mogu koristiti za izracu-
navanje visine voda, odnosno ugiba u proizvoljnoj tacki
ravnog ili kosog raspona. Takode su izvedene i formule
za karakteristicne ugibe lanCanice. Relacije izmedu loka-
cija tih ugiba unutar raspona u slu¢aju lan¢anice, odno-
sno parabole navedene su u Tabeli I. Na osnovu tih rela-
cija jasno je uocljiva jedna matematiCka razlika izmedu
lanCanice i parabole u kosom rasponu, a koja se odnosi
na x, 1. lokaciju najveceg ugiba u rasponu.
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Tabela I: Relacije izmedu lokacija karakteristi¢nih ugiba unutar
raspona

Xy < @l2 < x, Xy < a2 =x,

h,>h, Xy > a2 > X, Xy > al2 =X,

Iz analize jednacine ugiba proizilazi sliedeci bitan zaklju-
Cak: Ako se kriva voda smatra lan¢anicom, onda je funk-
cija ugiba Cija je kriva premjestena iz intervala [0, a] u
interval [-a/2, a/2] parna funkcija u slu¢aju ravnog raspo-
na, a u slucaju kosog raspona nije ni parna ni neparna
funkcija.

Nove jednacine prikazane u ovom radu pruzaju moguc-
nost za obradu sliedecih, s aspekta projektovanja nad-
zemnih vodova vaznih tema:

— Analiza lanCanice pri porastu denivelacije,
— Aproksimacija lananice parabolom u kosom rasponu,

— Odredivanje relacije izmedu najvecih ugiba lancanice
u kosom i ravnom rasponu.

Pri projektovanju nadzemnih vodova napona Un < 110
KV koriste se rasponi a < 400 m, te se zato tada mogu
upotrebljavati i priblizne relacije koje se baziraju na pri-
mijeni parabole [9] umjesto lancanice. Ti su izrazi mnogo
jednostavniji za prakti¢nu primjenu, a greske koje se pri-
tom uvode u proraCunima su sasvim male, prakti¢no
zanemarljive, ukoliko ugao nagiba u rasponima nije velik.
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