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Abstract

In view of the fact that large areas of the earth’s surface are temporarily or perma-
nently covered by a medium pervious to radiation, i.e. water, snow or ice, attention is
directed to that special feature of the heat economy of these media having to do with
radiation balance and heat transfer. Primarily, the purpose of the theory is to find an
explanation for the observed distribution of temperature within these media. A first
attempt to solve this problem was previously made by the author (REUTER 1948 a) in a
study of the heat economy of snow cover. The essential basis of the present as well as
the ecarlier treatment lies in the assumption that snow, ice and water, while pervious to
insolation, are nevertheless impervious to outgoing radiation. The present paper treats
only the simple case of constant incoming penetrating radiation and at the same time a
constant effective outgoing radiation from the surface of the medium. One of the prin-
cipal results is that the temperature maximum produced during the heating process does
not appear at the surface, but rather at some depth below. Although the case of water
is not treated in this report, the results obtained for ice may be applied, with slight
modification, to the case of calm pure water in view of the use of the same coefficients

of absorption for both water and ice.

Einleitung

Die qualitativen und quantitativen Unter-
schiede im Wirmehaushalt der verschiedenen
die Erdoberfliche bildenden Medien stellen
infolge ihrer verschiedenen Strahlungs- und
Wirmeleitungseigenschaften einen Gegenstand
erhohten Interesses dar. Die Tatsache, das
weite Gebiete der Erdoberfliche dauernd oder
zeitweise mit strahlungsdurchlissigen Medien
(Wasser, Schnee, Eis) bedeckt sind, lenkt die
Aufmerksamkeit auf die Unterschiede in der
Theoriec des Wirmehaushaltes strahlungs-
durchlissiger Medien gegeniiber strahlungsun-
durchlissigen. Es handelt sich hier vor allem
um die folgende Frage: Wie kommt die
beobachtete Temperaturverteilung im Schnee,
Eis und Wasser zustande und inwieweit ist
daran die Strahlungsdurchlissigkeit beteiligt?
Im allgemeinen wurde in fritheren Unter-
suchungen der Bedeutung der Strahlungs-
durchlissigkeit fiir das Zustandekommen be-
stimmter Temperaturverteilungen nur geringe

Beachtung geschenkt. So verwendete man
z. B. zur Berechnung der Wirmeleitfihigkeit
im Schnee mit Hilfe der beobachteten Tempe-
raturinderungen in den verschiedenen Tiefen
die klassische Formel fir die Verlagerung
solcher Temperaturwellen von der Ober-
fliche zur Tiefe hin (siche z. B. KERANEN
1929), und auch bei Wasser wurde die Tempera-
turwelle als von der Oberfliche ausgehend
betrachtet (ScumipT, W, 1925). Bei allen diesen
Problemen des Wirmehaushaltes miissen je-
doch Theorie und Beobachtung Hand in
Hand gehen, da in die theoretischen Formeln
eine Reihe von Grossen eingehen, die durch
direkte Messung bestimmt werden miissen.
Die Beobachtungen lieferten nun gerade in
den strahlungsdurchlissigen Medien wie
Schnee und Wasser gewisse besondere Merk-
male, die durch die klassische Theorie keine
Erklirung fanden. So zeigte sich, dass wihrend
des Einstrahlungsprozesses im Schnee das



ZUR THEORIE DES WARMEHAUSHALTES

Maximum der Temperatur nicht an der
Oberfliche sondern einige cm tiefer auftritt
(KErRANEN 1929) und im Wasser wurde das
Phinomen der sogenannten Sprungschicht
entdeckt. Wihrend bereits KERANEN ver-
mutete, dass die Tiefenverlagerung des Tem-
peraturmaximums bei Schnee eine Folge
seiner Strahlungsdurchlissigkeit sei, glaubte
man bei Wasser eine Erklirung fiir die Sprung-
schicht durch die von der Oberfliche zur
Tiefe hin rasch abnehmende turbulente Durch-
mischung geben zur kénnen. (MUNK 1948).
Will man eine Theorie des Wirmehaushaltes
strahlungsdurchlissiger Medien aufstellen, so
ist es zweckmissig zunichst von einfachen
Verhiltnissen auszugehen. Solche relativ ein-
fache Bedingungen liegen bei Schnee vor.
Schnee kann in erster Niherung als fiir die
Sonnenstrahlung nicht selektiv absorbierendes
Medium angesehen werden, so dass man also
in diesem Fall mit einem einheitlichen (end-
lichen) Absorptionskoeffizienten fiir die Ein-
strahlung rechnen kann. Andrerseits ist Schnee,
wie auch Wasser und Eis fiir die langwellige
Gegenstrahlung der Atmosphire praknsch un-
durchlissig, das heisst diese Medien kdnnen
fiir die in der Natur vorkommende Tempera-
turstrahlung als nahezu schwarzer Korper
betrachtet werden. Diese Tatsache, dass fiir
die in der Natur vorkommenden Tempera-
turen Schnee, Eis und Wasser fiir den Ein-
strahlungsvorgang soweit es sich dabei um
die Sonnen- und Himmelsstrahlung handelt
durchlissig, jedoch fiir die ausgesandte Strah-
lung undurchlissig sind, ist das wesentliche
Merkmal der ganzen Theorie. Ich habe an
anderer Stelle (ReEuTER 1948 a) mit Hilfe
dieses Ansatzes eine Theorie des Wirme-
haushaltes von Schnee entwickelt, die eine
Reihe von beobachteten Merkmalen der
Temperaturverteilung zu erkliren gestattet.
In der folgenden Untersuchung soll nun ein
Ansatz fiir eine allgemeine Theorie selektiv
strahlungsdurchlissiger Medien durchgefiihrt
werden mit besonderer Anwendung dieser
Theorie auf die Verhiltnisse in Eis, das ein
selektiv absorbierendes Medium 3hnlich dem
Wasser darstellt, bei dem aber die Komplizie-
rung durch die turbulente Durchmischung
wegfille. Immerhin lassen sich aber die so fiir
Eis abgeleiteten Ergebnisse auch in erster
Niherung auf ruhiges Wasser anwenden. Da
Temperaturbeobachtungen in Eis m. W. keine
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vorliegen, so kam es mir vor allem darauf an,
die durch die Theorie aufgezeigten Unter-
schiede im Erwirmungsprozess verschiedener
Medien (Boden, Schnee, Eis) herauszuarbeiten,
so dass die gewonnenen Ergebnisse zunichst
mehr qualitativ zu werten sind.

Erwirmung eines selektiv strahlungsdurchlis-
sigen Mediums durch konstante kurzwellige
Einstrahlung bei gleichzeitiger konstanter
effektiver Ausstrahlung

Fiir unsere theoretischen Uberlegungen
setzen wir im nachfolgenden voraus: Eine
gewisse Zeit ¢ lang sei eine konstante Sonnen-
einstrahlung wirksam. Fiir die langwellige
Eigenstrahlung der Atmosphire moge das
bestrahlte Medium praktisch undurchlissig
sein. Ebenso weise das Medium in demjenigen
Wellenlingenbereich, der der ausgesandten
langwelligen Temperaturstrahlung vornehm-
lich zukommt, eine unendlich grosse Absorp-
tion auf. Dann kann die »effektive» Strahlungs-
temperatur des Mediums gleich der Ober-
flichentemperatur gesetzt werden und die
tatsichlich wirksame Ausstrahlung der Ober-
fliche nach Abzug der langwelligen Gegen-
strahlung der Atmosphire in Form der soge-
nannten »effektiven» Ausstrahlung R ange-
setzt werden. Zur Vereinfachung nehmen
wir an, dass diese Grdsse R einen nahezu
konstanten Betrag in dem betreffenden Zeit-
raum aufweist, wodurch die Rechnung eine
wesentliche Verkiirzung erfihrt. Uber die
Berechtigung einer solchen Voraussetzung will
ich hier nicht weiter diskutieren, da ich dies
bereits in der erwihnten Arbeit getan habe.
Jedenfalls ist durch Messungen belegt, dass die
effektive Ausstrahlung in kiirzeren Zeitriumen
nur geringe Schwankungen zeigt (siche dazu
REUTER 1047 u. 1948 a, HANN-SURING 1937
mit den dort vorhandenen Literaturhinweisen}.
Die nachfolgenden Uberlegungen behalten
ihre Giiltigkeit, wenn wir unter R nicht
allein die effektive Ausstrahlung sondern den
gesamten Wirmeverlust der Oberfliche durch
Strahlung, Wirmeleitung, Austausch zur Luft
hin und Verdunstung verstehen, sofern nur
die Konstanz dieses Betrages gewihrleistet
ist. Durch Miteinbeziechung dieser Wirme-
prozesse in die Oberflichenbilanz wiirde aber
nur cine angeniherte Beriicksichtigung dieser
wesentlich vom Temperaturgradientén Erde-
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Luft abhingigen Wirmetransporte stattfinden,
so dass wir davon absehen wollen. Dies ist
umso mehr berechtigt, als wir unsere Wirme-
haushaltsbetrachtungen in Eis und Schnee bei
tiefen Temperaturen durchfithren, wo die
Verdunstung praktisch vernachlissigbar ist
und wir nur als weitere Einschrinkung
ruhende Luft iiber dem Medium voraussetzen
miissen. Wie cine exakte Behandlung der-
artiger Probleme bei Mitberiicksichtigung des
Austausches in der Luft durchgefiihrt werden
muss, habe ich an anderer Stelle fiir den nicht-
lichel)l Abkiihlungsprozess gezeigt (REUTER
1947).

Fir die Rechnung zerlegen wir die ein-
strahlende kurzwellige Sonnenstrahlung in
n 4 1 Spektralbereiche, die hinreichend klein
gewihlt seien, so dass innerhalb eines jeden
Bereiches mit einem einheitlichen Absorp-
tionskoeffizienten gerechnet werden kann.
Mithin erhalten wir fiir die die horizontale
Oberfliche erreichende Strahlung I:

Um allgemein zu bleiben, lassen wir die
Mbglichkeit einer selektiven Reflexion an
der Oberfliche zu und bezeichnen die Reflex-
zahlen mit oy, o ..., Setzen wir ent-
sprechend 1 —a; = B, und sind die den ein-
zelnen Spektralbereichen zukommenden Ab-
sorptionskoefhizienten a4, 4y ...ds, SO wird
im Niveau z (positiv von der Oberfliche
zur Tiefe hin gerechnet) in der Zeiteinheit
eine durch dic eindringende Strahlung her-
vorgerufene Temperaturinderung von:

0 n

0—3-‘ = _(_:_C a;,ﬂg iy e %% (2)
o

stattfinden, wenn ¢ und ¢ die Dichte bezw.

die spezifische Wirme des Mediums dar-

stellen und T die Temperatur bedeutet.

Zusammen mit der (eindimensionalen}
Wirmeleitungsgleichung ergibt dies, wenn

wir unter K = leg die Temperaturleitfihigkeit

(k = Wirmeleitfihigkeit) verstehen folgende
Differentialgleichung:

2 ”
oc

50 =K whiire=r ()

wobei wir als Nebenbedingungen gemiss den
friiheren Ausfithrungen:

t=o0, 2>0; T=T,

oT

t>o0,z=o0; k (5;>S=o = R = const (3a)

setzen, mithin eine Isothermie vom Betrage
T, als Anfangszustand annchmen.

Zur Lésung von (3) mit (3 a) zerlegen wir
die Differentialgleichung entsprechend den
n-+1 Spektralbereichen in n+ 1 Teilgleichun-
gen, was infolge der Linearitit moglich ist und
erhalten fiir die erste derartige Gleichung:

0Ty, 02Ty | ayfoiy _,,
a Kozt oc ¢ @)
mit den Nebenbedingungen:

t=0,z>0; Ty=T1,

0
t>o,z=o;k<i’) = R = const (4a)
02 /=0
wihrend fiir die iibrigen n Gleichungen:
()T;. o OZTA a;_ﬂ,lil —ayz
o KT T e 0
=1,2 .... 8

mit den Nebenbedingungen:

t=o0, 2>0; ITi=o0

j— . aTl j—
t>o0, 2=0; <az>,=o_o (sa)

gesetzt werden muss.
Die Losung von (4) mit (4 a) erfolgt (siche
REUTER 1948 a) durch den Ansatz:

ﬁ{) i() (6)

T():y_q e—-aozmitqz H;‘.

so dass dann in der Variablen y folgende Dif-
ferentialgleichung resultiert:

dy d%y
4 — KL 7
ot K 0z2 ( )
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mit
t=0,2>0; y=qge %

_ . (97 _ R—Byiy
t>0, z=0; <az)z=o— 7 (72)

Wie hier nicht niher ausgefiihrt werden soll,
lisst sich die endgiiltige Losung von (4) mit
(4 a) schliesslich in der Form:

AT, = Ty—To= B2 F(ag 29 +
9
+ (Boio— R) G(z.1) (8)
darstellen. Hierin

2F (ag, 2, t) =

= {e"’“o”—%’ [1——9 (ao \/Ia——z;ﬁ)] +

+ eKa't+ae I—@(ao\/ft—f- ol )]-—e—aol}

2K
()

und
G(e, 1) = —zn—‘,% e‘fﬂ—i [I - @(ﬁﬂ
(10)

wenn wir unter

x

O ()= i_fe—c=d¢ (11)
Vz
o

das bekannte Gaussche Fehlerintegral verstehen.

Dass (8) mit (9) und (10) tatsichlich die
gesuchte Losung von (4) mit allen notwendigen
Nebenbedingungen (4 a) ist, kann nachtriglich
leicht durch differenzieren bewiesen werden.
Fiir (5) mit (5 a) ergibt sich analog die Losung,
wenn wir in (8) R = o setzen, zu:

AT, = z‘—;: Flan z,t) + paiaG(z, 1), (12)

so dass endlich die Gesamtlosung von (3) mit
(3 a) unter Beriicksichtigung von (1) in der
Form:

"

AT = iz-’%ﬂ (02,0 + (BI—R) G (21
i (13)

geschrieben werden kann, wenn hier 1 — 8 die
Reflexzahl fiir die Gesamtintensitit I bedeutet.
Fiir a;— oo verschwindet der erste Term in
(13). Er stellt mithin den Anteil der Tempera-
turinderung dar, der durch die Strahlungs-
durchlissigkeit des Mediums hervorgeruten
wird. In einem strahlungsundurch.%ﬁssigen
Medium z. B. im Erdboden tritt nur der
zweite Term in Erscheinung.

Niherung der Funktion F(a;, 2, f) fiir
Sonderfille

Ist der Ausdruck a;VKt nach hinreichend
langer Zeit geniigend gross, was vor allem
vom - Absorptionskoeffizienten 4, abhingen
wird, konnen auch die beiden Ausdriicke

— oz z
aVKt— ——= bezw. a; VKt + —— als so
2t 2 VKt ’ 2 VKt

gross vorausgesetzt werden, dass eine Niherung
des Fehlerintegrals mit Hilfe einer Reihenent-
wicklung méglich ist. In der bereits mehrfach
erwihnten Arbeit ist dies fiir den Fall eines
einheitlichen Absorptionskoefhzienten durch-
gefiihrt worden, so dass wir uns hier nur
darauf beschrinken, die Verallgemeinerung
auf eine selektive Absorption durchzufiihren.
Unter der Annahme, dass bereits das erste
Glied der Reihenentwicklung des Fehlerinte-
grals eine hinreichende Niherung darstellt,
wird (siche RIEMANN-WEBER 1901 Bd. . § 26):
22

Fa,z,t‘zi_e_“_’“- w1

(a2, 0) = & VR (14)

Lassen wir die Zeit noch weiter ansteigen,
so wird in (14) auch der erste Term gegeniiber
dem zweiten vernachlissighbar und wir er-
halten:

F (a3, 2,f) = — e~ * (143)

Diese Form der Funktion F(a;, 2, f) kann
verwendet werden, um die Bedingungs-
gleichung fiir diejenige Tiefe 2, aufzustcﬁcn, in
der nach hinreichend langer Zeit (stationirer
Zustand) das Temperaturmaximum auftritt.
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Man hat dazu nur in (13) die vereinfachte
Form (14 a) einzusetzen und nach z zu differen-
zieren. Das so erhaltene Resultat gleich Null
gesetzt, ergibt die gesuchte Bedingungs-
gleichung. Wie man nach leichten Um-
formungen unter Beriicksichtigung der zu
(14 a) fihrenden Vereinfachungen bezw. Ver-
nachlissigungen berechnet, lautet diese Be-
dingungsgleichung:

Zﬁzize_"l%:ﬂI—R:B (15)

wenn wir zur Abkiirzung mit B dic Strahlungs-
bilanz der Oberfliche bezeichnen.

Fiir den Betrag des Temperaturmaximums,
das heisst fiir den Temperaturunterschied
zwischen Oberfliche und der Tiefe z,, ergibt
sich durch Einsetzen von (15) in (13):

T(e)— Tl = 3 [ > B2~

o)

- i zo B
— E ’f;—‘ e'“ﬂn:l — 28

Fiir den Sonderfall ay = 4, =ay=...a, =4
ergibt sich aus (15) und (16) das Resultat
fiir ein nicht selektiv absorbierendes Medium,
nimlich:

In pI (152)

—a% — == —I—
Ble B oder 2, - B

und

T(zg) —T(0) = .- [R—B-ln %] (16a)

Dieser Fall findet bei Schnee Anwendung
und wurde von mir in der bereits erwihnten
Arbeit eingehend diskutiert. Eine Anwendung
der allgemeinen Formeln (1s) und (16) auf
ein spezielles Problem, nimlich den Wairme-
haushalt der menschlichen Haut, wurde von
mir an anderer Stelle (REUTER 1948 b) gegeben.

Eine andere Niherung fiir die Funktion
F(a;, 2, t) ist modglich, wenn der Absorp-
tionskoefhizient a; sehr klein ist und gleich-
zeitig der Ausdruck YKt nicht zu gross
wird. Zum Unterschied von der ersten

Niherung werden also hier Erwirmungs-
prozesse von relativ kurzer Zeitdauer in Be-
tracht kommen bei grosser Strahlungsdurch-
lassigkeit des Mediums. Fiir hinreichend grosse
Werte von z nimlich nimmt die Funktion

e (a; VKt — z—__) geniigend genauden Wert
2VKt

minus eins an, wihrend gleichzeitig die Funk-
z

tion @ <a,1 VKt + ——:) dem Betrag von plus

2 VKt )
eins sehr nahe kommen wird. Beriicksichtigen
wir dies in (9), so erhalten wir:

F(ay, z,1) = e=%* (K —1)  (17)

Da unter der Annahme a4; < 1 fiir die
e-Potenz in der Klammer 1+ Ka?¢ geschrieben
werden kann, ergibt sich als weitere Verein-

fachung:
Flay z,8) = a2Kt - e—* (17a)

Diese Niherung findet Anwendung, wenn
wir bei grosser Strahlungsdurchlissigkeit, also
etwa bei Eis und Wasser im kurzwelligen
Teil des Spektrums, nach nicht zu langer
Zeit die Temperaturinderung (Erwirmung)
in grosserer Tiefe berechnen wollen. Nach
(13) ergibt sich nimlich in diesem Fall, da die
Funktion G (, ) fiir geniigend grosse Werte
von z gegen Null geht, unter Verwendung
von (17a):

Paira;
oc

AT = St et (18)

o
also bei vorgegebener Einstrahlung eine mit
der Zeit direkt proportionale jedoch von der
Ausstrahlung der Oberfliche unabhingige
Temperaturerhdhung.

Anwendung der theoretischen Ergebnisse

Wir wollen nun die im Vorstehenden
abgeleiteten theoretischen Ergebnisse auf prak-
tische in der Natur realisierte Vorginge an-
wenden. Wir nehmen drei verschiedene
Medien an und zwar:

1. Feuchter Sand: gy =4, = ..
Albedo: 10 %, Vkoc = 3,30 -10-2im CGS-
System, k = 0,0032 cal/cm sec grad (siche
HanN-SURING 1937)

. 4y = OO
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2. Altschnee: ag=a, =...... y = a =

0,15 cm™?
Albedo: 60 %, ¢ = 0,4 g cm~3,

k = 0,00109 cal/cm sec grad

¢ = 0,505 cal/g grad
Wir nehmen Schnee grésserer Dichte, um
wenigstens einigermassen mit einer ein-
heitlichen Wirmeleitung rechnen zu kon-
nen (siche REUTER 1948 a).

3. Eis: Als selektiv strahlungsdurchlissiges

Medium handelt es sich hier, fiir die ein-
zelnen Wellenlingenbereiche die ent-
sprechenden Absorptionskonstanten fest-
zulegen. Wir setzen voraus, dass bei
Klareis dieselben Verhiltnisse wie bei
Wasser vorliegen (siche dazu BODE 1909).
In der Tabelle I sind die entsprechenden
Werte nach EMDEN (1940) und ASCHKINASS
(189s) zusammengestellt.
Albedo: keine. Dies erscheint begriindet,
wenn wir senkrechte Einstrahlung vor-
aussetzen, was wir tun wollen. Uberdies
handelt es sich hier vor allem um einen
relativen Vergleich zu den beiden anderen
Medien, bei denen dann also die Albedo-
werte relativ zu Klareis (bei senkrechter
Bestrahlung) zu verstehen wiren. ¢ = 0,917
g cm~3, k =0,0051 cal/cm sek grad ¢ = 0,505
cal/g grad.

Fiir alle drei Fille setzen wir voraus, dass
durch drei Stunden eine Gesamteinstrahlung
gemiss Tabelle I von I = 0,79 cal/cm? Min
wirksam sei, wihrend gleichzeitig der Verlust
der Oberfliche durch effektive Ausstrahlung
R =0,10 cal/cm? Min betrage. Als An-
fangszustand ist in allen drei Fillen dieselbe
Isothermie angenommen.

Das Ergebnis ist in den Abbildungen 1 bis 3
veranschaulicht. Wie wir in den theoretischen
Betrachtungen gesehen haben, gibt die Funk-
tion F(as, 2, ¢) in (13) den Anteil in der ge-
samten Temperaturinderung, der gerade durch
die Strahlungsdurchlissigkeit des Mediums
bedingt ist, wieder. Beim Erdboden ist die
Funktion Null fiir alle Zeiten. Um nun in
den Abbildungen die Bedeutung der Strah-
lungsdurchlissigkeit fiir den Wirmehaushalt
besonders augenscheinlich zu machen, ist in
Abb. 2 und 3 also fiir Schnee und Eis die
Funktion (I — R). G (z,) strichliert nach
(13) und (10) eingezeichnet. Diese Kurven
stellen also diejenige Temperaturinderung dar,

Tabelle 1

Absorptionskoeffizienten von Wasser (Eis) fiir
verschiedene Wellenlingenbereiche mit den ent-
sprechenden Strahlungsintensititen an der Erd-
oberfliche bei Annahme einer Einstrahlung von
I cal/cm? Min an der Grenze der Atmosphire
auf die horizontale Fliche (nach EMDEN]).

4 ) 2 “a
P em—1 | cal/em? Pa cal/cm?
Min Min
0,00—0,45 0,0002 0,120 0,530 0,0636
0,45-—0,50 0,0002 0,087 0,674 0,0586
0,50-—0,5$ 0,00025| 0,079 0,719 0,0566
0,55—0,60 0,0006 0,073 0,746 0,0544
0,60—0,65% 0,0021 0,065 0,781 0,0508
0,65—0,70 0,0036 0,056 0,820 0,0459
0,70-—0,75 0,015 0,049 0,848 0,0415
0,75—0,80 0,023 0,044 0,860 0,0377
0,80—0,85 0,032 0,038 0,870 0,0331
0,85—0,90 0,052 0,033 0,888 0,0284
0,90-—1,00 0,24 0,08§ 0,803 0,0491
1,00—I1,1§ 0,28 0,062 0,906 0,0561
1,15—1,35 1,17 0,051 0,015§ 0,0540
1,35—1I1,85 23,0 0,091 0,902 0,0820
1,85—2,5 67,0 0,033 0,900 0,0297
—_ 3

;:: _3; ;0 102} 0,057 0,900 0,0513
Summe 1,000 0,7928

A = Wellenlingenbereich, j, — Strahlungsintensitit an
der Grenze der Atmosphire, p, = Transmissionskoefti-
zient der Atmosphire, i, = Strahlungsintensitit an der
Erdoberfliche.

die ein Medium unter den gegebenen Be-
dingungen erfahren wiirde, das zwar dieselben
Wirmeleitungs- und Strahlungseigenschaften
wie Schnee bezw. Eis aufweist, fiir die Strahlung
jedoch undurchlissig ist. Man kann an Hand
der Abbildungen das Rechenergebnis in folgen-
der Weise iiberpriifen: Wir bestimmen den
Wirmeinhalt, der dem betreffenden Medium
durch die Einstrahlung zugefithrt wird. Dies
geschieht derart, dass wir in Abb. 1 bis 3 den
Flicheninhalt zwischen der Ordinate Null
und der Tautochrone ausmessen und mit der
(mittleren) Dichte und spezifischen Wirme
multiplizieren. Verwenden wir in Abb. 2 und
3 die strichlierten Kurven, so erhalten wir auf
diese Weise die drei Grossen W,, W, und
W, Bezeichnen wir die den drei Fillen
entsprechenden Strahlungsbilanzen der Ober-
fliche bei Beriicksichtigung der verschieden
vorausgesetzten Albedo mit resp. B;, B, und
B,, so muss

W,:W,:Wy=B,:B;:B;s (19)
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Abbildung 1. Erwirmung von Erdboden (feuchter Sand)
als Funktion der Tiefe z nach einer dreistiindigen Ein-
strahlung vom Betrage I, = 0,79 cal/cm?* Min bei
gleichzeitiger effektiver Ausstrahlung von R = o,1
cal/cm? Min unter der Annahme einer Albedo von 109,.

sein. Eine derartige chrpriifung liefert inner-
halb der Fehlergrenzen der Planimetrierung
tatsichlich die Beziehung (19). Mit einer dhn-
lichen Methode kann man aber auch die

10 20 30°C

Lo
Z

Abbildung 2. Erwirmung von Altschnee mit einer
Dichte von 0,4 g/cm® und einer Albedo von 6o %
unter denselben Bedingungen wie bei Abb. 1.

I2 H. REUTER
o 10 20 30°C Wirkung der Strahlungsdurchlissigkeit im
Fall 2 und 3, die dann zu den ausgezogenen
Tautochronen in Abb. 2 und 3 fiihrt, fest-
stellen und die Theorie nachpriifen. So muss
‘ offenbar in Abb. 2 eine Flichengleichheit
10 der schraffierten Flichen vorliegen, was augen-
scheinlich zeigt, wie durch die Strahlungs-
durchlissigkeit eine Tiefenverlagerung des
Wirmeinhaltes auftritt. Das lisst sich durch
20 Planimetrierung leicht nachweisen. Dieselben
Verhiltnisse finden wir auch im Fall 3 vor,
doch erscheint im ersten Moment hier die
30 30°¢
om,
Z

200/

cm
Z

Abbildung 3. Erwirmung von Eis mit einer selektiven

Absorption entsprechend den Werten der Tabelle I

unter denselben Bedingungen wie in Abb. 1 und 2
ohne Albedo.

Theorie ein unrichtiges Ergebnis zu liefern.
Es ist aber zu bedenken, dass bei Eis durch
die ausserordentlich geringen Absorptions-
koeffizienten im kurzwelligen Teil des Spek-
trums (siche Tabelle I) ein beachtlicher Teil-
betrag der Gesamtstrahlung bis in grosse
Tiefen eindringt, ohne wesentlich geschwicht
zu werden, und dort zu einer, wenn auch nur
geringen, Erwirmung fithrt, die in dem
Masstab der Abb. 3 nicht ersichtlich wird.
Um diese Verhiltnisse genauer studieren zu
konnen, miissen wir auf die Niherungsformel
(18) zuriickgreifen. Danach berechnet sich
fiir Eis noch in einer Tiefe von 10 Metern
eine Erwirmung von 0,026 Grad und in 15
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ZUR THEORIE DES WARMEHAUSHALTES STRAHLUNGSDURCHLASSIGER MEDIEN 13

Meter eine solche von 0,018 Grad. Infolge der
grossen Vertikalausdehnung dieser an sich
geringfiigigen Erwirmung resultiert fiir den
Gesamtwirmeinhalt dennoch ein fiihlbarer
Beitrag, der so viel ausmacht, dass die Plani-
metrierung analog dem Fall 2 die Gleichheit
der entsprechenden Flichen liefert.

Um a}i)er die Verhiltnisse im Fall 3 klarer
erkennen zu kénnen, wollen wir das Problem
noch von einer anderen Seite her betrachten.
Wir fragen uns, in welcher Tiefe beim Eis
dieselbe Erwirmung auftritt, die cin sonst

S0
Z
4o
30

20

10

¢ 7 2 Ty 2 3
1Qcm 100em 4000 em

Abbildung 4. Kurve gleicher Erwirmung von strahlungs-
durchlissigem und strahlungsundurchlissigem Eis unter
denselben Bedingungen wie in Abb. 3.

gleichbeschaffenes aber »strahlungsundurch-
lissiges» Medium aufweisen wiirde. Das Ergeb-
nis ist in Abbildung 4 dargestellt. Dabei wurde
auf der Abszisse eine logarithmische Einteilung
gewihlt, um den Masstab zu verkleinern.
Man erkennt aus dieser Abbildung sehr
eindrucksvoll, welche Wirkung die Stra%]ungs—
durchlissigkeit auf die Tiefenverlagerung der
Erwirmung ausiibt. Eine Erwirmung, die
sonst in 45 cm Tiefe auftreten wiirde, findet
sich in Wirklichkeit noch in 10 m.

Wir haben hier nur einen ganz speziellen
Fall des Erwirmungsprozesses unter Annahme
wesentlicher Vereinfachungen betrachtet und
es dringen sich sofort eine ganze Reihe von
Fragen iiber eine mogliche Erweiterung der
obigen Theorie auf. So wire zunichst der
Fall einer periodischen Einstrahlung zu unter-
suchen, es wire die Frage der Wirmeabgabe
der Oberfliche des Mediums an die Luft durch
Austauschvorginge in die Theorie mitein-
zubeziehen, es wire zu iiberlegen, inwieweit
die Annahme einer verinderlichen effektiven
Ausstrahlung auf das Ergebnis modifizierend

wirkt und dergl. mehr. Fiir den Fall einer
nichtselektiven Absorption habe ich einige
dieser Fragen bereits in der mehrfach erwihn-
ten Arbeit (REUTER 1948 a) behandelt. Eine
Verallgemeinerung auf ein Medium mit selek-
tiver Absorption ist jedoch im allgemeinen
keineswegs so leicht durchzufiihren, wie dies
hier moglich war, da die Formeln eine zu
komplizierte Gestalt annehmen. Eine qualita-
tive Abschitzung, die vor allem die Unter-
schiede der strahlungsdurchlissigen Medien
gegeniiber den strahlungsundurchlissigen auf-
zeigt, wird aber bereits durch die hier durch-
getiihrte einfache Theorie gegeben.

Eine andere Erweiterung der durchge-
filhrten Rechnungen, nimlich der Ubergang
zum Studium des Wirmehaushaltes fliissiger
strahlungsdurchlissiger Medien, insbesondere
dem Wirmehaushalt von Wasser, stésst auf
gewisse Schwierigkeiten, da bei Wasser neben
der molekularen Wirmeleitung noch diejenige
durch Austausch und Konvektion cine iiber-
ragende Rolle spielt. Beschrinken wir uns
allerdings auf absolut ruhiges Wasser und
betrachten wir einen reinen Erwirmungs-
prozess im Sinne der oben angefiihrten Theorie,
so dass eine Konvektion nicht in Frage kommt,
dann konnen wir die Ergebnisse, die fiir Eis
abgeleitet wurden, ohne weiteres auch auf
Wasser anwenden. Die gegeniiber Eis gein-
derte Dichte und spezifische Wirme fithrt zu
keiner grundsitzlichen Anderung des Ergeb-
nisses der Abb. 3. Insbesondere ist die Nihe-
rungsformel (18) auch fiir grosse Wassertiefen
verwendbar. Allerdings muss beachtet wer-
den, dass die Werte der Tabelle I fiir chemisch
reines Wasser gelten und in der Natur nur
sehr begrenzte Giiltigkeit aufweisen, wie hier
durch Hinweis auf SAuBERER und RUTTNER
(1941) betont sei.

Abschliessend miissen wir aber auf eine be-
sondere durch die hier durchgefiihrten Rech-
nungen und aus Abbildung 2 und 3 ersicht-
liche Erscheinung hinweisen, zumal diesbeziig-
lich vielfach in der Literatur unrichtige Vor-
stellungen zu finden sind. Zunichst lassen die
Abbildungen 2 und 3 das formelmissig in
(xs) und (16) bezw. (15 a) und (16 a) wieder-
gegebene Temperaturmaximum in einigen
cm Tiefe erkennen, das nach dem eben gesagten
ihnlich wie bei Eis auch bei Wasser in etwa
I cm Tiefe zu finden wire. Das heisst die
Strahlungsdurchlissigkeit bewirkt knapp unter
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14 H. REUTER

der Oberfliche eine grossere Erwirmung als
an der Oberfliche selbst. Wenn wir dem-
gegeniiber bei W. ScHMIDT (1925) lesen, dass
die TemperaturerhShung aus Absorption im
reinen Wasser schon in ein Zentimeter Tiefe
gegeniiber der Erwirmung an der Ober-
fliche zu vernachlissigen ist und dass die von
der Sonnenstrahlung hervorgerufene Tempera-
turwelle als von der Oberfliche ausgehend
betrachtet werden kann, so finden wir hier
einen Widerspruch mit der von uns abge-

leiteten Theorie. Ohne jedoch niher auf die
Verhiltnisse im Wasser, die einer eigenen
Abhandlung vorbehalten bleiben sollen, ein-
zugehen, sei nur abschliessend dazu betont,
dass mithin auch die von W. ScamIDT auf
Grund seiner Vorstellung fiir Wasser abge-
leiteten thermischen Austauschkoefhizienten bei
weitem zu gross sind, wenn wir, wie dies hier
geschehen ist, die Strahlungsdurchlissigkeit als
wesentlichen Faktor fiir die Erwirmung
tieferer Schichten ansehen.

LITERATUR

Ascuxinass, E. 1895: Untersuchungen des Absorptions-
spektrums von Wasser. Wied. Ann. 55, S. 401.
Bopg, G. 1909: Verhalten des Eises im ultraroten

Spektrum. Ann. Phys. 4 R Bd. 3o0.

EMDEN, R. 1940: Zum Temperaturproblem der Scen.
Hely. Phys. Acta 8, Fasc. V, S. 396.

HANN-SURING  1937: Lehrbuch der Meteorologie s.
Aufl. S. 104 ff. Leipzig.*

KERANEN, J. 1929: Wirme- und Temperaturverhilt-
nisse der obersten Bodenschichten. Naturw. Mo-
nographien u. Lehrb. 8, Il Teil, S. 169 f, Berlin.

Munk, W. H. and ANDERsON, E. R. 1948: »Notes on
a theory of thermoclinc. J. Mar. Res. 7 (3), S. 276.

Reuter, H. 1947: Zur Theorie der nichtlichen Ab-
kiihlung der bodennahen Schicht und Ausbildung
der Bodeninversion. Sitz.Ber. Akad. Wiss. Wien,
Abt. IT 2 155.

REUTER, H. 1948 a: Ueber die Theorie des Wirmehaus-
haltes einer Schneedecke. Arch. Met. Geophys. u.
Bioklim. A 1, S. 62.

—— 1948 b: Ueber die Tiefenverlagerung des Tem-
peraturmaximums bei Bestrahlung der menschli-
chen Haut. Wetter u. Leben Zeitschr. f. prakt.
Bioklim. 1, H. 9.

RIEMANN-WEBER 1901: Die particllen Differentialglei-
chungen der Physik. Braunschweig 2. Aufl.
SAUBERER-RUTTNER 1941: Die Strahlungsverhiltnisse
der Binnengewisser. Probl. d. kosm. Physik, Akad.

Verl. Ges. Leipzig.

Scumipr, W. 1925: Der Massenaustausch in freier
Luft und verwandte Erscheinungen. Probl. d.
kosm. Physik, Hamburg.

Je1q1pU1|UO// Sy WOoJ papeO|UMOQ ‘€ ‘66T ‘0BYEESTZ

SUONIPUOD PUE SWB L 3L 385 *[9202/20/50] UO A1 8UIIUO AB|IM ‘90UB|[BIXT B8O PUE U EaH 10} 3Imisu| eUOTEN ‘IDIN AG X'€9ZT0GY6Y6T 06VE-ESTC [TTTT OT/I0p/wod a1

fopm

5US017 SUOWILLIOD aA 81D 3|qedt dde ay) Aq peusenob ae sapie WO ‘88N Jo S Joy AReiqi auljuo A3|Im uo



